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Bài 1: (2 điểm) Cho 𝑎, 𝑏 là 2 số thực thỏa: 

𝑎𝑏 + √𝑎𝑏 + 1 + √𝑎2 + 𝑏 .√𝑏2 + 𝑎 = 0 

a) Chứng minh rằng: (𝑎√𝑏2 + 𝑎 + 𝑏√𝑎2 + 𝑏)
2
= 1 

b) Chứng minh rằng: 𝑎√𝑏2 + 𝑎 + 𝑏√𝑎2 + 𝑏 = 1 

Lời giải:  

a) ĐKXĐ: 𝑎𝑏 ≥ −1, 𝑎2 ≥ −𝑏, 𝑏2 ≥ −𝑎. 

Phương trình đầu bài tương đương: 

𝑎𝑏 + √𝑎2 + 𝑏 . √𝑏2 + 𝑎 = −√𝑎𝑏 + 1 

⇒ (𝑎𝑏 + √𝑎2 + 𝑏 . √𝑏2 + 𝑎)
2

= 𝑎𝑏 + 1 

⇔ 𝑎2𝑏2 + 2𝑎𝑏.√𝑎2 + 𝑏 .√𝑏2 + 𝑎 + (𝑎2 + 𝑏)(𝑏2 + 𝑎) = 𝑎𝑏 + 1 

⇔ 𝑎2𝑏2 + 2𝑎𝑏.√𝑎2 + 𝑏 .√𝑏2 + 𝑎 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3 + 𝑏3 = 1 

⟺ 𝑎2(𝑏2 + 𝑎) + 2 (𝑎√𝑏2 + 𝑎) (𝑏√𝑎2 + 𝑏) + 𝑏2(𝑎2 + 𝑏) = 1 

⟺ (𝑎√𝑏2 + 𝑎 + 𝑏√𝑎2 + 𝑏)
2

= 1    (đpcm) (1) 

b) Ta có: 𝑎𝑏 = −√𝑎𝑏 + 1 − √𝑎2 + 𝑏 . √𝑏2 + 𝑎 

Suy ra 𝑎𝑏 ≤ 0 

Vậy 𝑎, 𝑏 có 1 số không âm và 1 số không dương, không mất tính tổng quát giả sử 

𝑎 ≥ 0 ≥ 𝑏 

Đặt 𝑐 = −𝑏 ⟹ 𝑐 ≥ 0 

Do giả thiết ở câu a, nên để chứng minh 𝑎√𝑏2 + 𝑎 + 𝑏√𝑎2 + 𝑏 = 1, ta chỉ cần 

chứng minh 𝑎√𝑏2 + 𝑎 + 𝑏√𝑎2 + 𝑏 ≥ 0, hay 𝑎√𝑐2 + 𝑎 − 𝑐√𝑎2 − 𝑐 ≥ 0 

⟺ 𝑎√𝑐2 + 𝑎 ≥ 𝑐√𝑎2 − 𝑐 

⟺ 𝑎2𝑐2 + 𝑎3 ≥ 𝑎2𝑐2 − 𝑐3  (2 vế đều dương) 

⟺ 𝑎3 + 𝑐3 ≥ 0      (đúng) 

Vậy 𝑎√𝑏2 + 𝑎 + 𝑏√𝑎2 + 𝑏 = 1 (đpcm). 

 

Bài 2: (1,5 điểm) Tìm nghiệm tự nhiên của phương trình 



a) 2𝑦 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3  

b) 2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 2𝑛 (𝑛 là số tự nhiên cho trước, 𝑛 ≥  2) 

Lời giải: 

a.  Viết lại phương trình: 2𝑦 = (1 + 𝑥)(1 + 𝑥2)  (*) 

Suy ra 1 + 𝑥, 1 + 𝑥2 là các nghiệm tự nhiên của 2𝑦 ⇒ {
1 + 𝑥 = 2𝑛

1 + 𝑥2 = 2𝑚

 𝑚 + 𝑛 = 𝑦  (𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁)
 

Do đó: 2𝑚 = 1 + 𝑥2 = 1 + (2𝑛 − 1)2 = 22𝑛 − 2𝑛+1 + 2 

- Nếu 𝑛 = 0: 2𝑚 = 1 − 2 + 2 = 1 ⇒ 𝑚 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑦 = 0 

- Nếu 𝑛 ≥ 1: 2𝑛 ≥ 𝑛 + 1 ≥ 2 nên 2𝑚 = 22𝑛 − 2𝑛+1 + 2 chia 4 dư 2 

Suy ra 𝑚 = 1 ⇒ n = 1 ⇒ 𝑥 = 1, 𝑦 = 2  

Vậy các nghiệm tự nhiên (𝑥; 𝑦) của (*) là (1; 2), (0; 0). 

b. Do vai trò 𝑥, 𝑦, 𝑧 như nhau nên không mất tính tổng quát, giả sử: 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧 

Chia hai vế phương trình cho 2𝑥 ≠ 0, ta được: 

1 + 2𝑦−𝑥 + 2𝑧−𝑥 = 2𝑛−𝑥     (∗∗) 

Suy ra  2𝑛−𝑥 > 1 nên 2𝑛−𝑥 chia hết cho 2 

 

- Nếu 𝑧 = 𝑥 thì 𝑥 = 𝑦 = 𝑧, (∗∗) trở thành 1 + 1 + 1 = 2𝑛−𝑥 suy ra không tồn tại 𝑛, 𝑥 

nguyên thỏa mãn nên phương trình vô nghiệm. 

- Nếu 𝑧 > 𝑥 thì 𝑦 = 𝑥 (nếu không thì VT(∗∗) lẻ), suy ra 2 + 2𝑧−𝑥 = 2𝑛−𝑥 

⇒ 1+ 2𝑧−𝑥−1 = 2𝑛−𝑥−1 ⇒ 2𝑧−𝑥−1 = 1, 2𝑛−𝑥−1 = 2 ⇒ 𝑧 = 𝑥 + 1, 𝑛 = 𝑥 + 2 

Vậy các nghiệm tự nhiên của (∗∗) là 𝑥 = 𝑦 = 𝑛 − 2, 𝑧 = 𝑛 − 1. (𝑛 ∈ 𝑁) 

 

Bài 3: (1,5 điểm) Cho 3 số thực dương 𝑎, 𝑏, 𝑐 bất kì thỏa mãn: 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 3. Chứng 

minh 
1

3−𝑎𝑐
+

1

3−𝑎𝑏
+

1

3−𝑏𝑐
≤

3

2
. 

Lời giải: Từ điều phải chứng minh, ta biến đổi thành: 
𝑎𝑏

3(3−𝑎𝑏)
 + 

𝑏𝑐

3(3−𝑏𝑐)
 + 

𝑎𝑐

3(3−𝑎𝑐)
 ≤ 

1

2
  (trừ mỗi hạng tử cho 

1

3
 ) 

⇔  
𝑎𝑏

(3−𝑎𝑏)
 + 

𝑏𝑐

(3−𝑏𝑐)
 + 

𝑎𝑐

(3−𝑎𝑐)
 ≤ 

3

2
  (*) 



Ta có:  

{
 
 

 
 𝑎𝑏 ≤  

(𝑎+𝑏)2

4
 ≤  

𝑎2+ 𝑏2

2

𝑎𝑐 ≤  
(𝑎+𝑐)2

4
 ≤  

𝑎2+ 𝑐2

2

𝑏𝑐 ≤  
(𝑏+𝑐)2

4
 ≤  

𝑏2+ 𝑐2

2

  

Khi đó: VT(*) ≤ 
1

4
 . ( 

(𝑎+𝑏)2

3− 
𝑎2+𝑏2

2

 + 
(𝑏 +𝑐)2

3− 
𝑏2+𝑐2

2

 + 
(𝑎+𝑐)2

3− 
𝑎2+𝑐2

2

 )  

⇔  VT(*) ≤  
1

2
 ( 

(𝑎+𝑏)2

(3− 𝑎2)+(3− 𝑏2)
 + 

(𝑏 +𝑐)2

(3− 𝑏2)+(3− 𝑐2)
 + 

(𝑎+𝑐)2

(3− 𝑎2)+(3− 𝑐2)
 )  

Đồng thời, theo bất đẳng thức Cauchy – Schwarz: 

{
  
 

  
 

(𝑎 + 𝑏)2

(3 − 𝑎2) + (3 − 𝑏2)
 ≤  

𝑎2

3 − 𝑏2
+ 

𝑏2

3 − 𝑎2
 

(𝑎 + 𝑐)2

(3 − 𝑎2) + (3 − 𝑐2)
 ≤  

𝑎2

3 − 𝑐2
+ 

𝑐2

3 − 𝑎2

(𝑏 + 𝑐)2

(3 − 𝑏2) + (3 − 𝑐2)
 ≤  

𝑏2

3 − 𝑐2
+ 

𝑐2

3 − 𝑏2

 

⇒ VT(*)  ≤ 
1

2
 ( 
𝑎2+ 𝑐2

3− 𝑏2
+ 

𝑏2+𝑐2

3− 𝑎2
+ 

𝑎2+ 𝑏2

3− 𝑐2
 ) = 

3

2
  (vì 𝑎2  +  𝑏2  +  𝑐2  =  3) (đpcm) 

Bài 4: (3,5 điểm) Cho ∆𝐴𝐵𝐶 nội tiếp đường tròn (𝑂) và có 𝐼 là tâm đường tròn nội tiếp. 

Tia 𝐴𝐼, 𝐵𝐼, 𝐶𝐼 lần lượt cắt (𝑂) tại điểm thứ 2 là 𝑋, 𝑌, 𝑍. Biết (𝑤) là đường tròn ngoại tiếp 

∆𝐵𝐼𝐶 cắt 𝐴𝐶, 𝐴𝐵 tại 𝐸 và 𝐹. 

a) Chứng minh rằng 𝑋 là tâm đường tròn (𝑤). 

b) Cho 𝑌𝑍 cắt 𝐵𝐶 tại 𝐾, 𝐾𝐼 cắt (𝑤) tại 𝑆. Chứng minh rằng 𝐸, 𝑆, 𝑍 thẳng hàng và 

𝐹, 𝑆, 𝑌 thẳng hàng. 

c) Gọi (𝐿) là đường tròn đi qua hai điểm 𝐴, 𝑆 và tiếp xúc (𝑤) tại S. (𝐿) cắt 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 tại 

𝑀,𝑁. Gọi 𝑃 là tâm đường tròn nội tiếp tam giác 𝐴𝑀𝑁. Cho (𝐵𝑆𝑀) cắt 𝐵𝐶 tại điểm 

thứ hai là 𝑄. Chứng minh rằng 4 điểm 𝐶, 𝑁, 𝑆, 𝑄 đồng viên và 4 điểm 𝑀,𝑁, 𝑃, 𝑄 

đồng viên. 

d) Chứng minh rằng 𝐵𝐶 tiếp xúc (𝑀𝑃𝑁). 



Chú thích: Kí hiệu (𝑋𝑌𝑍) là kí hiệu đường tròn ngoại tiếp tam giác 𝑋𝑌𝑍. 

Lời giải:  

a)  𝑋 là tâm (𝐼𝐵𝐶) 

Do tứ giác 𝐴𝐵𝑋𝐶 nội tiếp nên ∠𝑋𝐴𝐶 = ∠𝑋𝐶𝐵 và ∠𝑋𝐴𝐵 = ∠𝑋𝐵𝐶. 

Do 𝐴𝑋 là phân giác ∠𝐵𝐴𝐶 nên ta suy ra ∠𝑋𝐶𝐵 = ∠𝑋𝐵𝐶 ℎ𝑎𝑦 𝑋𝐵 = 𝑋𝐶   (1) 

Mặt khác: 

 ∠𝑋𝐼𝐵 =
∠𝐴

2
 +

∠𝐵

2
 (góc ngoài của ∆𝐴𝐼𝐵) 

 ∠𝑋𝐵𝐼 = ∠𝑋𝐵𝐶 + ∠𝐼𝐵𝐶 = ∠𝑋𝐴𝐶 + ∠𝐼𝐵𝐶 =
∠𝐴

2
+
∠𝐵

2
 

 ⇒ ∠𝑋𝐵𝐼 = ∠𝑋𝐼𝐵 hay 𝑋𝐵 = 𝑋𝐼   (2) 

Từ (1),(2) ta có 𝑋𝐵 = 𝑋𝐶 = 𝑋𝐼 hay 𝑋 là tâm (𝐼𝐵𝐶). 

 

b) 𝐸, 𝑆, 𝑍 và 𝐹, 𝑍, 𝑌 thẳng hàng 

∆𝐾𝐼𝐵 ~ ∆𝐾𝐶𝑆 (g.g)  ⇒ 𝐾𝐼. 𝐾𝑆 = 𝐾𝐵.𝐾𝐶 

∆𝐾𝑍𝐵 ~ ∆𝐾𝐶𝑌 (g.g) ⇒ 𝐾𝑍.𝐾𝑌 = 𝐾𝐵.𝐾𝐶 

⇒ 𝐾𝐼. 𝐾𝑆 = 𝐾𝑍.𝐾𝑌 hay 
𝐾𝐼

𝐾𝑍
=

𝐾𝑌

𝐾𝑆
 

⇒ ∆𝐾𝐼𝑍 ~ ∆𝐾𝑌𝑆 (c.g.c)  

⇒ ∠𝐾𝐼𝑍 = ∠𝐾𝑌𝑆 

⇒ 𝑍𝐼𝑆𝑌 nội tiếp 

Ta có: 

 ∠𝑌𝑆𝐸 = 360 − ∠𝑌𝑆𝐼 − ∠𝐼𝑆𝐸 = 180 − ∠𝑌𝑆𝐼 + 180 − ∠𝐼𝑆𝐸 = ∠𝐶𝑍𝑌 + ∠𝐴𝐶𝑍 



CMTT câu a, ta cũng có được 𝑍𝐴 = 𝑍𝐵 nên: 

 ∠𝑌𝑆𝐸 = ∠𝐵𝑌𝑍 + ∠𝑌𝐵𝐶 = ∠𝐵𝐶𝑍 + ∠𝑌𝐵𝐶 = 180 − ∠𝐵𝐼𝐶 = 180 − ∠𝑌𝐼𝑍 = 180 − ∠𝑌𝑆𝑍 

⇒ 𝐸, 𝑆, 𝑍 thẳng hàng. 

CMTT ta cũng có 𝐹, 𝑍, 𝑌 thẳng hàng. 

 

c) Tứ giác 𝑄𝑆𝑁𝐶 nội tiếp và 𝑀𝑄𝑃𝑁 nội tiếp 

Ta có: 

 ∠𝑄𝑆𝑁 = 360 − ∠𝑁𝑆𝑀 − ∠𝑄𝑆𝑀 = 180 − ∠𝑁𝑆𝑀 + 180 − ∠𝑄𝑆𝑀 = ∠𝐵𝐴𝐶 + ∠𝐴𝐵𝐶 

⇒ ∠𝑄𝑆𝑁 = 180 − ∠𝐴𝐶𝐵 

 QSNC nội tiếp 

Mặt khác: ∠𝐵𝐼𝐶 = 180 −
∠𝐵𝑋𝐶

2
= 180 −

180−∠𝐵𝐴𝐶

2
 = 90 +

∠𝐵𝐴𝐶

2
 

Ta có: 

 ∠𝑁𝑄𝑀 = ∠𝑁𝑄𝑆 + ∠𝑀𝑄𝑆 

 = ∠𝑁𝐶𝑆 + ∠𝑀𝐵𝑆 

 = 180 − ∠𝑆𝐴𝐶 − ∠𝐴𝑆𝐶 + 180 − ∠𝑆𝐴𝐵 − ∠𝐴𝑆𝐵 

 = 360 − (∠𝐴𝑆𝐶 + ∠𝐴𝑆𝐵) − (∠𝑆𝐴𝐶 + ∠𝑆𝐴𝐵) 

 = 360 − (360 − ∠𝐵𝑆𝐶) − ∠𝐵𝐴𝐶 

 = ∠𝐵𝑆𝐶 − ∠𝐵𝐴𝐶 

 = ∠𝐵𝐼𝐶 − ∠𝐵𝐴𝐶 

 = 90 +
∠𝐵𝐴𝐶

2
− ∠𝐵𝐴𝐶 

 = 90 −
∠𝐵𝐴𝐶

2
  

Vì P là tâm nội tiếp ∆𝐴𝑀𝑁 nên CMTT ta thu được ∠𝑁𝑃𝑀 = 90 +
∠𝐵𝐴𝐶

2
 

Từ đó ∠𝑁𝑄𝑀 + ∠𝑁𝑃𝑀 = 180 nên tứ giác 𝑀𝑄𝑃𝑁 nội tiếp. 

 

d) 𝐵𝐶 tiếp xúc với (𝑀𝑃𝑁) 

Kẻ 𝑆𝑥 là tiếp tuyến chung của (𝑤), (𝐿) 

⇒ ∠𝑀𝑄𝐵 = ∠𝑀𝑆𝐵 = ∠𝑀𝑆𝑥 + ∠𝑥𝑆𝐵 = ∠𝑀𝑁𝑆 + ∠𝑆𝐶𝐵 = ∠𝑀𝑁𝑆 + ∠𝑆𝑁𝑄 = ∠𝑀𝑁𝑄 

⇒ 𝐵𝐶 tiếp xúc với (𝑀𝑄𝑁) hay 𝐵𝐶 tiếp xúc với (𝑀𝑃𝑁). 

 

Bài 5: (1,5 điểm) Vòng bảng World Cup có 32 đội chia thành 8 bảng, mỗi bảng 4 đội thi 

đấu vòng tròn một lượt (hai đội bất kì cùng bảng gặp nhau đúng 1 lần), đội thắng 3 

điểm, đội hoà 1 điểm, đội thua 0 điểm. Chứng minh rằng nếu không có đội nào thua 

ba trận thì có ít nhất 5 đội có cùng điểm. 



Lời giải: Giả sử tồn tại một đội có 8 điểm. 

Mà 8 chia 3 dư 2, 3, 0 chia 3 dư 0, 1 chia 3 dư 1 ⇒ Có hai trận hoà và một trận thắng 

hoặc thua ⇒ Đội đó có 2 hoặc 5 điểm (trái giả thiết). 

Vậy không có đội nào 8 điểm. 

Mà số điểm tối đa một đội có thể có là: 3 + 3 + 3 = 9 (điểm) (do mỗi bảng 4 đội nên 

một đội đá 3 trận) ⇒ Tập hợp các số điểm một đội có thể có là 𝐴 = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 9} 

(do không có đội nào thua ba trận). 

Giả sử có nhiều nhất 4 đội có cùng số điểm. 

Mà có 32 đội với 8 số điểm có thể có ⇒ Mỗi số điểm trong tập hợp 𝐴 đều có 4 đội có ⇒ 

Tổng số điểm của 32 đội là: 

4. (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 9) = 148 (điểm). (i) 

Tổng điểm của một trận hoà là: 1 + 1 = 2 (điểm), tổng điểm của một trận thắng-thua 

là: 3 + 0 = 3 (điểm). 

Số trận của mỗi bảng là: 
4.3

2
= 6 (trận). Số trận của cả vòng bảng là: 6.8 = 48 (trận) ⇒ 

Tổng số điểm tối đa của 32 đội là: 48.3 = 144 (điểm) (trái (i)). 

Vậy có ít nhất 5 đội có cùng điểm (đpcm). 

---Hết--- 

 


