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Lời mở đầu

Tĩnh học là một nhánh của vật lý nghiên cứu về trạng thái cân bằng của các
vật rắn (vật rắn tuyệt đối) dưới tác dụng của các lực cơ học. Tĩnh học có ứng dụng
hết sức rộng rãi trong đời sống: từ những chiếc đồ chơi như con chuồn chuồn cân
bằng, hay những con lật đật, cho đến những công trình kiến trúc vĩ đại. Trong
chuyên đề này, chúng ta đi nghiên cứu sâu hơn về tác dụng của lực lên vật rắn, từ
đó nghiên cứu điều kiện cân bằng tổng quát của vật rắn.

I. Về đối tượng nghiên cứu

Trước khi đi tìm hiểu chi tiết về tĩnh học vật rắn, chúng ta cần phải hiểu được một
số khái niệm cơ bản liên quan đến đối tượng nghiên cứu của phần này – vật rắn:

1. Vật rắn

Vật rắn, hay chất rắn, là một trong bốn trạng thái cơ bản của vật chất và được đặc
trưng bởi độ cứng và khả năng chống lại các lực tác dụng, theo phương vuông góc hoặc
phương tiếp tuyến, lên bề mặt nó. Tuy nhiên, khi lực tác dụng là quá lớn, vật rắn có
thể bị biến dạng ở một mức độ nào đó và gây ra những phức tạp không cần thiết trong
quá trình khảo sát của Tĩnh học. Chính vì thế, trong lĩnh vực nghiên cứu này, chúng
ta sẽ bỏ qua những biến dạng không đáng kể và chỉ khảo sát những phiên bản đã được
"lý tưởng hóa" của nó - những vật rắn tuyệt đối. Vật rắn này là một tập hợp gồm vô
số các chất điểm mà khoảng cách giữa một cặp điểm bất kì của nó luôn không đổi. Tập
hợp này sẽ luôn giữ nguyên hình dạng và kích thước của nó theo thời gian, dù chịu tác
dụng của ngoại lực. Chúng ta cũng có thể coi các chất điểm đó là các nguyên tử cho dễ
hình dung vì trong tĩnh học, ta không khảo sát nội năng của vật rắn nên có thể bỏ qua
chuyển động nhiệt (sự dao động hỗn độn) của các nguyên tử cấu thành vật. Một số ví



dụ của vật rắn mà các bạn có thể thấy trong cuộc sống hằng ngày là cây thước, cái đĩa,
cái thớt, cánh cửa, cái nêm, bánh xe tàu lửa,...

2. Khối tâm

Như đã nói ở trên, vật rắn là một tập hợp của các chất điểm mà mỗi phần tử đều
có khối lượng nên nếu phải xét riêng từng phần tử sẽ rất phức tạp. May mắn thay, ta
có thể coi khối lượng của toàn bộ hệ chất điểm đó tập trung tại 1 điểm và chỉ khảo sát
điểm đó - hay còn gọi là khối tâm của vật (thường được gọi là C). Vị trí này cũng có
thể được gọi là tâm quán tính hoặc vị trí trung bình của các chất điểm trong hệ. Trong
tĩnh học vật rắn, khối tâm có mối liên hệ với tác dụng của ngoại lực lên vật. Nhưng tầm
quan trọng thực sự của nó sẽ được đề cập tới trong những chuyên đề sau về cơ học vật
rắn.

Công thức xác định khối tâm:

−→rC =

∑
mi
−→ri

M

Nếu phân tích r trên hệ trục tọa độ Descartes thì ta có tọa độ khối tâm của hệ:
xC =

∑
mixi
M

yC =

∑
miyi
M

yC =

∑
miyi
M

Nếu vật rắn có khối lượng phân bố liên tục thì công thức trên có thể được viết lại
dưới dạng tích phân:

−→rC =
1

M

∮
−→r dm

Và trong hệ trục tọa độ Descartes:
x =

1

M

∮
x.dm
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1

M

∮
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M

∮
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Trong đó: 
−→rC : vector vị trí của khối tâm C

M : tổng khối lượng vật rắn

mi,
−→ri : khối lượng, vector vị trí của phần tử thứ i

Đối với các vật rắn có khối lượng phân bố đều và có tính đối xứng, khối tâm của vật
sẽ nằm tại tâm đối xứng của vật.

Lưu ý: Khối tâm của một vật rắn có thể không nằm trên vật đó. Ví dụ như một sợi
dây mảnh khối lượng phân bố đều bị uốn cong thành một vòng tròn. Khi ấy khối tâm
sơi dây sẽ nằm tại tâm của vòng tròn.

Ví dụ 1: Tìm vị trí khối tâm của một thanh mảnh (bỏ qua tiết diện) chiều dài l
khối lượng m phân bố đều theo chiều dài.

O
xdx

x

Đây là một vật rắn đồng chất có tính đối xứng nên ta có thể dễ dàng nhận ra khối
tâm nằm trên trục đối xứng của thanh. Vậy nên vị trí khối tâm chính là trung điểm của
thanh.

Tất nhiên, ta cũng có thể áp dụng công thức để tìm vị trí khối tâm như sau:
- Vì thanh là một vật rắn 1 chiều nên khối tâm nằm trên trục Ox trùng với phương của
thanh như hình vẽ. Từ giả thiết khối lượng phân bố đều theo chiều dài ta có:

m

l
=
dm

dx

=⇒ xC =
1

m

∫ m

0

x.dm =
1

m

∫ l

0

m

l
xdx =

1

l

(
l2

2
− 0

)
=
l

2

Ta thấy rằng tọa độ khối tâm trong cả hai cách làm đều nằm tại trung điểm thanh.
Ví dụ 2: Tìm vị trí khối tâm của một thanh mảnh OA chiều dài l khối lượng m có

mật độ vật chất dài ρ =
dm

dx
= ax+

m

l
(như hình vẽ của ví dụ 1)

Dễ thấy rằng khi x tăng thì mật độ vật chất trên thanh cũng tăng theo nên khối tâm
vật sẽ bị lệch về phía đầu A chứ không còn nằm tại trung điểm của OA nữa.



Lúc này, ta có:

dm =
(
ax+

m

l

)
dx

=⇒ xC =
1

m

∫
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1

m

∫ l

0
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m

l
x
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al3

3m
+
l

2

Và ta cũng thấy rằng nếu cho a=0 thì ta được kết quả của ví dụ 1.

II. Tác dụng của lực lên vật rắn

1. Hợp lực

Trong bài 3 định luật Newton, chúng ta đã biết được cách tổng hợp các lực tác dụng
lên một chất điểm bằng cách cộng các vector lực hoặc phân tích chúng lên 2 phương và
cộng đại số. Các phương pháp này có thể áp dụng được đối với trường hợp chất điểm là
vì thể tích của vật rất nhỏ nên có thể coi như mọi lực đều tác dụng vào cùng một điểm,
thường là khối tâm của vật. Tuy nhiên, điều tương tự không thể xảy ra với vật rắn vì
thể tích của vật là đáng kể nên điểm đặt của các lực có thể khác nhau. Để có thể tìm
được hợp lực tác dụng lên vật rắn thì ta cần áp dụng một số quy tắc sau:

a. Đối với các lực đồng quy

Xét một vật rắn chịu tác dụng của hai lực
−→
F1,
−→
F2 có giá đồng quy như hình vẽ và gọi−→

F là hợp lực của
−→
F1 và

−→
F2.

−→
F1

~F

−→
F2

I



Lưu ý rằng tác dụng của một lực sẽ không thay đổi nếu ta trượt vector lực trên giá

của nó. Vậy nên ta có thể trượt
−→
F1,
−→
F2 trên giá của chúng đến điểm đồng quy (gọi là I)

rồi sử dụng quy tắc hình bình hành để tìm hợp lực. Mở rộng ra, đối với trường hợp có
nhiều hơn hai lực nhưng các lực vẫn đồng quy thì ta vẫn có thể trượt chúng trên giá đến
điểm đồng quy và thực hiện cộng vector giống như với chất điểm.

b. Đối với các lực song song

Xét một vật rắn chịu tác dụng của hai lực
−→
F1,
−→
F2 song song cùng chiều. Khi này, hợp

lực của
−→
F1,
−→
F2 là 1 lực

−→
F có giá song song với

−→
F1,
−→
F2, chia khoảng cách giữa hai giá của

hai lực thành phần thành những đoạn tỉ lệ nghịch với độ lớn của hai lực ấy. Đồng thời−→
F cùng chiều với

−→
F1,
−→
F2 và có độ lớn bằng tổng các độ lớn của hai lực đó.F = F1 + F2

F1

F2

=
d2
d1

−→
F1

−→
F2

d1

d2

~F

Xét một vật rắn chịu tác dụng của hai lực
−→
F1,
−→
F2 song song ngược chiều và F1 > F2.

Khi này, hợp lực của
−→
F1,
−→
F2 là một lực

−→
F có giá song song với

−→
F1,
−→
F2, nằm ngoài khoảng

hai giá của hai lực thành phần và chia ngoài khoảng cách giữa hai giá thành những đoạn

tỉ lệ nghịch với độ lớn của hai lực ấy. Đồng thời
−→
F cùng chiều với lực lớn hơn (

−→
F1) và có

độ lớn bằng hiệu các độ lớn của hai lực đó.F = F1 − F2

F1

F2

=
d2
d1



d1
d2

−→
F2

−→
F1

~F

Một trường hợp đặc biệt là ngẫu lực. Đó là khi
−→
F1,
−→
F2 có giá song song, ngược chiều,

có độ lớn bằng nhau và cùng tác dụng vào một vật rắn thì ta không tìm được hợp lực.

−→
F1

−→
F2

2. Tác dụng của lực lên vật rắn

Đối với chất điểm, kết quả của tác dụng của lực thường không có gì đáng kể: vật sẽ
thu một gia tốc mới và chuyển động của vật sẽ bị biến đổi. Tuy nhiên, khi xét tác dụng
của lực trên một vật rắn, ta sẽ nhận thấy được ba hiện tượng: vật rắn sẽ chuyển động
tịnh tiến, quay quanh một trục nào đó hoặc kết hợp cả hai chuyển động trên, tùy thuộc
vào cách ta chọn hệ quy chiếu.

a. Vật rắn quay quanh trục cố định

Vật rắn có trục quay cố định chịu tác dụng của phản lực của trục quay nên khi có
lực tác dụng lên vật, toàn bộ phần tử trong vật rắn sẽ quay quanh trục đó. Khi này,



ta cần phải xét đến một đại lượng đặc trưng cho tác dụng làm quay đó của lực gọi là
momen của lực.

Xét một lực
−→
F tác dụng lên vật rắn và nằm trong mặt phẳng P vuông góc với trục

quay Oz cố định của vật. Momen của lực
−→
F đối với trục Oz có độ lớn được xác định

bằng:
M = F.d

Trong đó:{
F : độ lớn của lực

−→
F tác dụng lên vật

d : khoảng cách từ trục quay tới giá của
−→
F , còn gọi là cánh tay đòn của lực

−→
F

Dấu của M được xác định tùy theo cách ta chọn chiều quay nào của vật là chiều
dương. Nếu tác dụng của lực là làm vật có xu hướng quay theo chiều dương ta chọn thì
momen của lực dương, còn nếu lực làm cho vật có xu hướng quay ngược chiều dương thì
momen của lực âm.

O

z

P

~F

d

+

O

z

P

~F

d

+

Chọn chiều ngược kim đồng hồ là chiều dương.
Lực làm vật rắn có xu hướng quay theo chiều
dương nên momen của lực dương.

Chọn chiều thuận kim đồng hồ là chiều dương.
Lực làm vật rắn có xu hướng quay ngược chiều
dương nên momen của lực âm.

Lực có tác dụng làm quay vật nếu độ lớn của momen của lực khác không (M 6= 0).
Lực không có tác dụng làm quay vật nếu độ lớn của momen của lực bằng không (M = 0).
Gồm có hai trường hợp:
- Lực có giá song song với trục quay.
- Lực có giá đi qua trục quay.

b. Vật rắn đối với trục cố định bất kỳ

Đối với những vật có trục quay bất kỳ, tức những vật mà ta có thể chọn trục quay
cho vật và trục quay đó có thể nằm trong hoặc nằm ngoài vật, tác dụng của lực sẽ khác



một chút. Do vật không chịu tác dụng của phản lực của trục nên lúc này chuyển động
của vật sẽ được phân tích thành hai thành phần bao gồm chuyển động quay quanh khối
tâm và chuyển động của khối tâm.

Lúc này, momen lực được định nghĩa một cách tổng quát hơn bằng công thức:

−→
M = −→r ×

−→
F = rF sin θ−→ez

Trong đó:{−→r : vector khoảng cách từ trục quay mà ta xác định cho vật đến điểm đặt lực
−→
F : vector lực tác dụng lên vật

θ

~M

~r
~F

O

−→ez

Để xác định hướng của M , ta tịnh tiến vector
−→
F về gốc của vector −→r , sau đó áp

dụng quy tắc bàn tay phải: cong các ngón tay phải theo chiều quay từ −→r đến
−→
F thì

ngón tay cái choãi ra sẽ là chiều của
−→
M .

Nếu bạn để ý thì sẽ nhận ra một điều thú vị: trong cả hai công thức trên, thứ nguyên
của moment lực là [lực].[độ dài], giống với thứ nguyên của công và năng lượng. Tuy nhiên
moment lực khác với công nên trong hệ SI đơn vị của moment lực là N.m, còn đơn vị
của công là joule(J).

Một trường hợp đặc biệt trong phần b này là ngẫu lực. Đó là khi hai lực ngược chiều
có cùng độ lớn, cùng phương nhưng không cùng giá tác dụng lên vật. Khi này, vật rắn sẽ
quay quanh một trục đi qua khối tâm và vuông góc với mặt phẳng chứa ngẫu lực. Đồng



thời ngẫu lực sẽ gây ra trên vật rắn một moment lực có phương song song với trục quay,
chiều được xác định theo quy tắc bàn tay phải với chiều quay của vật và có độ lớn là:

M = F.d

Trong đó:{
F là độ lớn của mỗi lực

d là khoảng cách giữa hai giá của hai lực, còn gọi là cánh tay đòn của ngẫu lực.

Độ lớn của moment lực do ngẫu lực tác dụng lên vật rắn không phụ thuộc vào cách
ta chọn trục quay của vật và là như nhau đối với mọi điểm.

Chứng minh:
Xét một trục quay Oz bất kì có phương vuông góc với mặt phẳng chứa hai ngẫu lực−→

F1,
−→
F2.

O

z

−→
F2

−→
F1

−→r1

−→r2

~M

d

θ

−→r21
θ

Gọi
−→
M1,
−→
M2,
−→
M lần lượt là moment lực do

−→
F1,
−→
F2 gây ra trên vật rắn và tổng momnent

lực của vật rắn đối với trục Oz.
Ta có:

−→
M =

−→
M1 +

−→
M2

= −→r1 ×
−→
F1 +−→r2 ×

−→
F2

= −→r1 ×
−→
F1 +−→r2 × (−

−→
F1)

= (−→r1 −−→r2 )×
−→
F1

= −→r21 ×
−→
F1

Suy ra độ lớn của
−→
M là:

M = F.r21 sin θ = F.d



III. Trọng tâm

1. Khái niệm

Khi xét đến tác dụng trọng lực lên một vật rắn nào đó, người ta nhận ra rằng có một
điểm rất đặc biệt, tại đó trọng lực tác dụng lên từng phần tử của vật rắn như là trọng
lực tác dụng một chất điểm có khối lượng bằng tổng khối lượng của vật rắn. Điều này
cũng có thể suy ra từ quy tắc tổng hợp lực: tổng hợp các lực song song (trọng lực tác
dụng lên từng phần tử) là một lực có giá trị bằng tổng các lực đó và có vị trí là điểm G
được xác định bằng công thức:

xG =

∑
Pi.xi
P

Vị trí của điểm đó được gọi là trọng tâm của vật.
Chứng minh:
Xét một vật rắn bất kì có khối lượng m chịu tác dụng của trọng lực (lực hấp dẫn).

Từng phần tử của vật sẽ chịu tác dụng của trọng lực Pi khiến cho nó quay quanh một
trục z nào đó và có momen là Mi đối với trục đó.

x

y

O

xG

xi

~P

−→
Pi

G

Tổng momen trọng lực tác dụng lên vật rắn là:

M =
∑

Mi =
∑

Pi.xi (1)

Nếu ta xét toàn vật rắn, thì theo Định luật II Newton tổng quát, vật rắn chỉ chịu
tác dụng của ngoại lực làm thay đổi chuyển động của khối tâm của nó nên tổng momen
trọng lực lên các phần tử bằng với momen của trọng lực P lên vật tại trọng tâm:

M = P.xG (2)



Từ (1), (2) ta có:

P.xG =
∑

Pi.xi

⇐⇒ xG =

∑
Pi.xi
P

Ta thấy rằng, nếu gia tốc trọng trường không đổi thì công thức nên trọng tâm nằm
trùng với khối tâm (G ≡ C). Trường hợp gia tốc trọng trường thay đổi theo độ cao, hoặc
là trường hấp dẫn không đều, thì lúc này trọng tâm không còn trùng với với khối tâm
nữa (G 6= C).

Trọng tâm của một số vật thể đối xứng, cũng giống như khối tâm, nằm tại tâm đối
xứng.

Lưu ý: Tương tự với khối tâm, trọng tâm của một vật rắn có thể không nằm trên
vật đó.

2. Cách xác định bằng thực nghiệm

Treo vật cần xác định trọng tâm lên bằng một sợi dây nhẹ không dãn. Do không có
ngoại lực theo phương ngang nên để vật cân bằng (hay tổng hợp lực bằng

−→
0 ) thì phương

của sợi dây phải đi qua trọng tâm của vật .Kẻ một đường thẳng có phương đi qua sợi
dây. Tiếp tục làm như trên một lần nữa, lần này treo vật tại một vị trí khác trên vật,
ta sẽ được giao điểm của hai đường thẳng là trọng tâm của vật như hình vẽ.

~T ~T

~P

~P

A

A

B

3. Mặt chân đế

Trong đời sống hằng ngày, có lẽ chúng ta đã quá quen thuộc với những chiếc bàn học,
chiếc ghế 4 chân, hay là những chiếc bàn ủi đồ,....Chúng đều có những bộ phận chân
vững chãi khiến cho chúng đứng yên trên mặt sàn. Vậy điều gì khiến cho chúng có thể



đứng chắc chắn như vậy? Điều gì khiến chúng nằm yên không bị đung đưa, giúp cho ta
làm hầu như mọi việc hằng ngày? Lý do nằm ở mặt chân đế của chúng.

a. Khái niệm

Mặt chân đế là phần diện tích nhỏ chứa tất cả các điểm tiếp xúc của vật với mặt
phẳng. Nó có thể là phần diện tích chân của chiếc bàn, ghế trong ví dụ ở trên, hay là
phần đáy của chiếc bình. Nguyên lý của mặt chân đế thực sự rất đơn giản: để vật nằm
cân bằng, thì trọng tâm G của vật, hay giá của trọng lực tác dụng lên vật, phải nằm trên
mặt chân đế. Tưởng tượng một chiếc ghế nằm yên trên mặt sàn. Nếu chúng ta nghiêng
chiếc ghế sao cho trọng tâm lệch khỏi mặt chân đế, thì chắc chắn rằng chiếc ghế sẽ tự
động ngã xuống về vị trí cân bằng. Nếu bạn ngồi trên chiếc ghế đó và ngả về phía sau,
thì sẽ có hai trường hợp xảy ra: bạn ngả ghế sao cho trọng tâm của bạn nằm trên diện
tích tiếp xúc của chân ghế, bạn sẽ nằm cân bằng; ở trường hợp còn lại, trọng tâm của
bạn và ghế không nằm trên diện tích tiếp xúc của ghê, thì bạn sẽ ngã ra sau hoặc về
trước tuỳ theo vị trí của bạn.

b. Ứng dụng

Mặt chân đế có ứng dụng hết rộng rãi trong cuộc sống hằng ngày. Những công trình
kiến trúc, những vật dụng hằng ngày, tất cả đều có mặt chân đế, tất cả đều tuân theo
nguyên lý như trên để có thể nằm cân bằng trên mặt đất.

IV. Điều kiện cân bằng

1. Cân bằng của một vật là gì?

Khi nói đến cân bằng chúng ta thường nghĩ tới những vật dụng rất quen thuộc như
một cuốn sách nằm yên trên bàn, hay một chiếc xe đứng yên trên mặt đất. Sự cân bằng
đã rất quen thuộc đối với chúng ta. Chúng ta thường định nghĩa rằng cân bằng nghĩa
là một vật chịu tác dụng các lực triệt tiêu nhau và đang đứng yên. Thật ra thì chúng
ta không bao giờ hoàn toàn đúng yên cả (bạn có lẽ biết rằng chúng ta đang cùng Trái
Đất chuyển động xung quanh Mặt Trời. Khó để có thể thấy được một vật nào đứng yên
tuyệt đối). Vậy nên định nghĩa chính xác nhất cho sự cân bằng của một vật đó là vật

đó phải có vận tốc không đổi theo thời gian (−→p = m−→v =
−−−→
const) và có momen động

lượng (sẽ được nhắc đến trong những chuyên đề sau) không thay đổi theo thời gian. Tuy
nhiên, trong phần này chúng ta chỉ xét đến những vật rắn đứng yên so với hệ quy chiếu
là mặt đất cho tiện dụng.



2. Điều kiện cân bằng của vật rắn chịu tác dụng của hai lực

Xét một vật rắn chịu tác dụng của 2 lực
−→
F1,
−→
F2.

Để vật cân bằng thì: −→
F1 +

−→
F2 =

−→
0

⇐⇒
−→
F1 = −

−→
F2

Vậy nên để vật cân bằng thì hai lực trên phải:
- Cùng phương.
- Cùng giá.
- Cùng độ lớn.
- Ngược chiều nhau.

Nhận xét: Nếu hai lực có cùng độ lớn và ngược chiều nhau nhưng không có cùng
giá thì sẽ trở thành trường hợp ngẫu lực. Vật sẽ có xu hướng quay xung quanh một trục
đi qua khối tâm của nó và vuông góc với mặt phẳng chứa ngẫu lực (vì theo định luật II

Newton tổng quát
−→
F = d−→p

dt
=
−→
0 nên khối tâm của vật sẽ đứng yên) và momen lực của

vật sẽ khác không (M 6= 0).

3. Điều kiện cân bằng của ba lực

Xét một vật nằm cân bằng chịu tác dụng của 3 lực
−→
F1,
−→
F2,
−→
F3.

Theo định luật II Newton, ta có:

−→
F1 +

−→
F2 +

−→
F3 =

−→
0

⇐⇒
−→
F3 = −(

−→
F1 +

−→
F2) = −

−→
F12

−→
F2

−→
F1

−→
F12

I

−→
F3



Để vật cân bằng thì lực
−→
F12 phải có điều kiện cân bằng tương tự như trên, hay các

lực
−→
F1,
−→
F2,
−→
F3 phải đồng phẳng và phải đồng quy với nhau. Đồng thời, hợp lực của 2 lực

bất kì phải cân bằng với lực còn lại.

4. Điều kiện cân bằng tổng quát

Giả sử vật rắn chịu tác dụng của n lực
−→
F1,
−→
F2,
−→
F3, ...,

−→
Fn và các lực này gây ra đối với

trục O bất kì momen lực
−→
M1,
−→
M2,
−→
M3, ...,

−→
Mn.

Điều kiện tổng quát để vật cân bằng là:{−→
F1 +

−→
F2 + ...+

−→
Fn =

−→
0

−→
M1 +

−→
M2 + ...+

−→
Mn =

−→
0

5. Các dạng cân bằng

Mỗi vật trong trong trường hấp dẫn đều có một thế năng U .
Theo định luật bảo toàn năng lượng, ta có độ biến thiên thế năng bằng trừ công của

lực thế:
dU = −dAthế = −

−→
F .d−→r

⇐⇒
−→
F = −∇U

Nếu vật cân bằng thì
−→
F =

−→
0 , hay:

∇U =
−→
0

⇐⇒ dU = 0

Suy ra U = Umin, U = Umax hoặc U = const. Từ đó ta có 3 trường hợp có thể xảy
ra như sau:

a. Cân bằng bền

Cân bằng bền là khi vật rắn có thế năng bé nhất trong tất cả các cách sắp xếp cho vật
cân bằng (tức U = Umin). Khi này nếu ta dịch chuyển vật khỏi vị trí cân bằng (VTCB)
một đoạn ∆r rất nhỏ thì hợp lực tác dụng lên vật sẽ có xu hướng kéo vật về VTCB. Lúc
này trọng tâm G của vật nằm ở vị trí thấp nhất.



GG

b. Cân bằng không bền

Cân bằng không bền là khi vật rắn có thế năng lớn nhất trong tất cả các cách sắp
xếp cho vật cân bằng (tức U = Umax). Khi ấy, nếu ta dịch chuyển vật ra xa VTCB một
đoạn ∆r rất nhỏ thì hợp lực tác dụng lên vật sẽ có xu hướng kéo vật ra xa VTCB. Do
đó trọng tâm G của vật rắn nằm ở vị trí cao nhất.

G
G



c. Cân bằng phiếm định

Cân bằng phiếm định là cân bằng mà khi ta dịch chuyển vật rắn một đoạn rất nhỏ
∆r thì vật sẽ nắm cân bằng tại vị trí mới đó. Nói cách khác, thế năng của vật tại hai vị
trí, VTCB và vị trí mới của vật, bằng nhau:

U(r0) = U(r0 + ∆r) (∆r � r0)

Hay:
U(x0) = U(x0 + ∆x) (∆x� x0)

G

V. Bài tập tự luyện

Bài 1: Trên một hình trụ bán kính R, tại vị trí cách trục một khoảng a < R, người
ta khoan một lỗ hình trụ có bán kính r < a, trục của lỗ và của hình trụ song song với
nhau như hình vẽ. Đổ vào trong lỗ đó một chất có khối lượng riêng bằng n > 1 lần khối
lượng riêng của chất làm hình trụ. Hình trụ được đặt nằm trên một tấm ván nhẹ gắn cố
định với sàn. Nhấc chậm một đầu của tấm ván lên. Cho hệ số ma sát giữa tấm ván và
hình trụ là µ. Tìm góc nghiêng α cực đại của tấm ván với sàn để cho hình trụ còn nằm
cân bằng.



α

r

R

a

Bài 2:Một compa được ghép từ hai thanh BA và CA. Các thanh được coi như mảnh,
đồng chất, tiết diện đều, có cùng khối lượng và chiều dài. Hai thanh liên kết chặt với
nhau qua một chốt nhẹ tại A như hình vẽ. Đầu B của compa được treo bằng một sợi
dây nhẹ, không dãn trong trọng trường có gia tốc rơi tự do là g. Gọi là góc tạo bởi giữa
thanh CA và phương ngang. Xác định giá trị khi chốt A nằm ở vị trí cao nhất.

A

B

C

~g

α

Bài 3: Trong hệ cơ học được biểu diễn như hình hình vẽ, một ròng rọc nhẹ có bán
kính ngoài R và bán kính trong r lồng qua một trục hình trụ cố định. Hệ số ma sát nghỉ
cực đại giữa ròng rọc và bề mặt của trục bằng µ. Bỏ qua ma sát giữa các vật nặng m1

và m2 với mặt phẳng nghiêng. Xác định giá trị của góc α để hệ ở trạng thái cân bằng.

α

mm

r

R



Bài 4: Một khung kim loại hình tam giác ABC vuông tại A, với góc nhọn B̂ = 30◦

được đặt thẳng đứng, cạnh huyền nằm ngang. Trên cạnh AB có viên bi I trọng lượng
P1, cạnh AC có viên bi J trọng lượng P2. Hai viên bi được nối với nhau bằng một thanh
cứng, nhẹ, chiều dài l và có thể trượt không ma sát trên hai cạnh góc vuông. Xác định
góc α tạo bởi AB và IJ khi hệ cân bằng và khảo sát độ bền của cân bằng này.

A

B C

αI

J

30◦

Bài 5: Một sợi dây được quấn một góc θ xung quanh một cột. Ta giữ một đầu và
kéo nó với lực kéo T0. Đầu còn lại được nối với một con thuyền. Nếu hệ số ma sát tĩnh
giữa dây và cột là µ, lực căng lớn nhất mà dây có thể tác dụng lên thuyền là bao nhiêu
với giả sử rằng dây không bị trượt xung quanh cột?



VI. Lời giải tham khảo

Bài 1:

α

~N

−−→
Fms

O

O1

−→
P1

~P

Gọi m là khối lượng của hình trụ đồng chất không bị khoan, m1 là khối lượng dư của
phần lấp vào lỗ trống.

Ta có:

m1 =
π.r2.h

π.R2.h
.(n− 1)m = (

r

R
)2.(n− 1)m

Khi góc α tăng thì hình trụ có thể trượt hoặc lăn.
- Gọi α1 là góc lớn nhất mà hình trụ chưa trượt. Theo định luật II Newton, ta có:

−→
P +

−→
P1 +

−→
N +

−−→
Fms =

−→
0 (1)

Chiếu biểu thức trên lên phương song song với tấm ván, ta được:

(P + P1) sinα1 = Fms

⇐⇒ (m+m1)g sinα1 = µ(m+m1)g cosα1

⇐⇒ tanα1 = µ

- Gọi α2 là góc lớn nhất mà hình trụ chưa lăn không trượt.
Khi này:
+ Lực ma sát phải nhỏ hơn giá trị lớn nhất của nó là µ(m + m1)g cosα2 và bằng

(m+m1)g sinα2.
+ Momen của lực ma sát đối với trục quay đi qua O bằng giá trị lớn nhất có thể

của momen do trọng lực P1, tương ứng với trường hợp đường thẳng OO1 song song với
phương ngang.



Suy ra phương trình cân bằng momen đối với trục quay đi qua O là:

−→
MP +

−−→
MP1 +

−−→
MN +

−−−→
MFms =

−→
0

⇐⇒ R(m+m1)g sinα2 = am1g

⇐⇒ sinα2 =
a

R
.

r2(n− 1)

R2 + r2(n− 1)

⇐⇒ tanα2 =
ar2(n− 1)√

R2[R2 + r2(n− 1)]2 − a2r4(n− 1)2

Ta thấy rằng nếu tanα1 < tanα2 hay α1 < α2 thì khi tăng góc α, sự cân bằng trượt
sẽ bị phá vỡ trước sự cân bằng momen quay nên để hình trụ vẫn nằm cân bằng trên tấm
ván thì góc α phải bằng α1. Ngược lại, nếu tanα1 > tanα2 hay α1 > α2 thì sự cân bằng
momen quay sẽ bị phá vỡ trước sự cân bằng trượt nên góc α phải bằng α2.

Bài 2:

~g

α

β

θ

γ

G

~T

−→
P1

−→
P2 ~P

A

B

D

C

Gọi G là trọng tâm của hệ hai thanh.
Khi hệ cân bằng thì G và B thẳng hàng.
Ta có: 

AB

2
sin β = GD sin γ

GD =
AB

2
sin θ

Suy ra:
sin β = sin θ. sin γ



Mặt khác:

sin γ = cos (β + θ)

= cos β. cos θ − sin β. sin θ

Suy ra:
sin β = cos β. cos θ. sin θ − sin β. sin2 θ

⇐⇒ tan β.(1 + sin2 θ) = sin θ. cos θ

⇐⇒ tan β =
sin θ. cos θ

2 sin2 θ + cos2 θ

⇐⇒ tan β =
1

2 tan θ + cot θ

⇐⇒ tan β ≤ 1

2
√

2
(Bất đẳng thức Cauchy)

Dấu "=" xảy ra khi 2 tan θ = cot θ hay tan θ = 1√
2
.

Khi chốt A nằm ở vị trí cao nhất thì góc β đạt cực đại =⇒ tan β đạt giá trị cực đại.
Suy ra:

tan θ =
1√
2

Và: 
sin θ =

1√
3

cos θ =

√
6

3

Ta có:
cosα = sin(2θ + β)

Sau khi biến đổi thì biểu thức trên trở thành:

cosα =
3 sin θ. cos θ√

1 + 3 sin2 θ

= 1

Ta suy ra được góc α = 0.



Bài 3:
Hiển nhiên, khi không có ma sát trong trục của ròng rọc, các lực căng của sợi dây

nối hai vật nặng là như nhau ở cả hai phía của ròng rọc, và bởi vậy hệ có thể ở trạng
thái cân bằng chỉ khi nó hoàn toàn đối xứng, tức là khi α = π/4. Nếu trong trục của
ròng rọc có ma sát khô thì lực căng của sợi dây ở bên trái và bên phải của ròng rọc sẽ
khác nhau và sẽ tồn tại cả một miền giá trị của góc α tại đó hệ ở trạng thái cân bằng.

Ở đây, tất nhiên, ta xem rằng ma sát giữa sợi dây và ròng rọc rất lớn sao cho dây không
bị trượt trên ròng rọc.

α

mgsinα

mgcosα mgcosα

mgsinα

mg

Để tìm ranh giới của miền cân bằng, ta cần khảo sát các lực tác dụng lên ròng rọc.
Vì không có ma sát giữa các vật nặng và mặt phẳng nghiêng, nên khi cân bằng sức căng
của sợi dây ở bên trái ròng rọc bằng mg sinα và bên phải ròng rọc bằng mg cosα. Đây
cũng là các lực mà sợi dây tác dụng lên ròng rọc như hình vẽ. Thành phần nằm ngang
của hai lực này đều có độ lớn bằng mg cosα. sinα và cân bằng nhau. Bởi vậy tổng vector
của các lực căng của dây tác dụng lên ròng rọc có phương thẳng đứng và hướng xuống
dưới. Độ lớn của lực tương đương với hai lực này bằng mg.

Ngoài các lực căng của dây, ròng rọc còn chịu tác dụng của phản lực
−→
Q của trục.

Lực
−→
Q thường được biểu diễn như tổng vector của phản lực pháp tuyến

−→
N và lực ma

sát
−−→
Fms hướng tiếp tuyến với mặt trong của ròng rọc. Cả hai lực này đều đặt vào điểm

A là tiếp điểm của ròng rọc và trục như hình vẽ. Để định ý, giả sử rằng α > π/4. Khi

đó, lực ma sát
−−→
Fms ở trạng thái cân bằng của hệ sẽ hướng về bên phải. Độ lớn của lực

ma sát nghỉ có thể thay đổi từ 0 (khi α = π/4) đến một giá trị cực đại mà ta xem là
bằng µN . Giá trị cực đại này của lực ma sát sẽ đạt được khi góc α tương ứng với ranh
giới của vùng hệ ở trạng thái cân bằng.



r

mgsinα

mgcosα
A

R

β

~N

~Q

−−→
Fms

O

β

Vị trí tiếp điểm A của ròng rọc với trục được đặc trưng bởi góc β tạo bởi phương
thẳng đứng và bán kính đi qua điểm tiếp xúc đó. Góc này có thể tìm được khi lưu ý

rằng lực
−→
Q cân bằng với tổng vector các lực căng của dây tác dụng lên ròng rọc, tức

là
−→
Q có độ lớn bằng mg và hướng theo phương thẳng đứng lên trên. Cho độ lớn thành

phần nằm ngang của các lực
−→
N và

−−→
Fms bằng nhau, ta có:

N sin β = µN cos β

⇐⇒ tan β = µ

Bây giờ ta dễ dàng xác định được lực ma sát tác dụng lên ròng rọc. Vì lực
−→
Q có độ

lớn bằng mg nên ta có:

Fms = mg sin β

= mg tan β cos β

= mg tan β
1√

1 + tan2 β

=
mgµ√
1 + µ2

Để tìm giới hạn của góc α, tại đó hệ còn có thể cân bằng, ta viết điều kiện cân bằng
của momen các lực tác dụng lên ròng rọc đối với tâm O:

mg(sinα− cosα)R = Fms.r



Sau khi biến đổi biểu thức trên thì ta được:

sin 2α = 1−
( r
R

)2
· µ2

1 + µ2

Khi µ = 0, tức là không có ma sát trong trục, công thức trên cho sin 2α = 1, tức
α = π/4. Khi µ khác 0, vế phải của công thức nhỏ hơn 1 nên phương trình đối với α
có hai nghiệm α1 và α2 nằm trong khoảng từ 0 đến π/2 và đối xứng nhau qua giá trị
α = π/4 như hình vẽ. Nghiệm α1 < π/4 là nghiệm ngoại lai xuất hiện do ta bình phương
hai vế của phương trình momen lực, có ý nghĩa vật lý là cùng với α2 xác định toàn bộ
miền giá trị của góc α tại đó hệ ở trạng thái cân bằng.

O α

sin 2α

π
2

π
4

α2α1

1−
(
r
R

)
µ2

1+µ2

Ta cũng thấy rằng khi cho r = R, bài tập này tương ứng với trường hợp khi hai vật
nặng nối với nhau bằng sợi dây vắt qua một hình trụ cố định, đồng thời hệ số ma sát
tĩnh giữa sợi dây và mặt hình trụ là µ. Tuy nhiên, thực tế thì không thể áp dụng công
thức ở trên vì trong bài tập này sự tiếp xúc của hình trụ bên trong chỉ ở một điểm A,
trong khi sợi dây mềm áp vào mặt hình trụ cả một cung. Trường hợp này sẽ đưa ta đến
bài tập 5.

Bài 4:
Trong bài tập này, ta không thể sử dụng phương pháp phân tích các lực và xét cân

bằng lực cũng như cân bằng momen của hệ vì ta không có đủ dữ kiện để xác định được
các lực do khung và thanh tác dụng lên hai viên bi. Chính vì thế, ta phải sử dụng một
phương pháp đặc biệt hơn mà đề bài cũng đã gợi ý là xét đến khía cạnh năng lượng, cụ
thể ở đây là thế năng trọng trường của hệ và tìm cực trị của nó.



A

B C

α
I

J

30◦

Chọn mốc thế năng trọng trường tại A.
Ta có thế năng của hệ hai viên bi là:

U = −P1l cosα sin
π

6
− P2l sinα cos

π

6

= − l
2

(P1l cosα +
√

3P2l sinα)

≥ − l
2

√
P1

2 + 3P2
2 (Bất đẳng thức Bunyakovsky)

Dấu "=" xảy ra khi
P1

cosα
=

√
3P2

sinα
.

Hay U = Umin = − l
2

√
P1

2 + 3P2
2 khi tanα =

√
3P2

P1

.

Vậy hệ cân bằng khi tanα =

√
3P2

P1

và vì U = Umin nên cân bằng này là cân bằng

bền.
Bài 5:
Xét một đoạn nhỏ của dây có góc mở là dθ. Gọi lực căng trong đoạn dây này là

T (mà nó thay đổi không đáng kể trên đoạn dây nhỏ). Như hình vẽ, cột tác dụng vào
đoạn dây một phản lực Ndθ hướng ra ngoài cột. Phản lực này tồn tại để cân bằng với
các thành phần hướng vào "trong cột" của lực căng dây ở hai đầu. Các thành phần lực

căng hướng vào phía trong cột này có độ lớn là T sin
dθ

2
(Thực ra một trong hai thành

phần này có độ lớn là (T + dT ) sin
dθ

2
, với dθ là thành phần tăng thêm của lực căng

dọc theo đoạn dây nhỏ, tuy nhiên thành phần lực hướng vào trong tăng thêm này chỉ

bằng (dT ) sin
dθ

2
, là đại lượng vô cùng bé bậc hai nên chúng ta có thể bỏ qua). Do đó,

Ndθ = 2T sin
dθ

2
. Sử dụng xấp xỉ đối với góc nhỏ, sin x xấp xỉ bằng x, cho phép chúng

ta viết lại biểu thức này là Ndθ = Tdθ. Lực ma sát trên đoạn nhỏ của dây này thỏa mãn
Fdθ ≤ µNdθ = µTdθ.



Lực ma sát này sinh ra do có sự khác nhau của lực căng giữa hai đầu dây. Nói cách
khác, lực căng bên trong đoạn dây là một hàm của θ, thỏa mãn:

T (θ + dθ) ≤ T (θ) + µTdθ

⇐⇒ dT ≤ µTdθ

⇐⇒
∫ T

T0

dT

T
≤
∫ θ

0

µdθ

⇐⇒ ln
T

T0
≤ µθ

⇐⇒ T ≤ T0e
µθ

Trong đó chúng ta đã sử dụng T = T0 khi θ = 0. Ở đây, lực căng trong dây thay
đổi rất nhanh theo một hàm mũ. Nếu cho µ = 1, thì trong trường hợp dây chỉ quấn
quanh cột một phần tư vòng tròn, lực căng dây cũng sẽ tăng lên gấp eπ/2 ≈ 5 lần. Nếu
dây được quấn xung quanh cột cả một vòng thì lực căng sẽ tăng lên gấp e2π ≈ 530 lần,
và nếu như quấn hai vòng thì con số này là e4π ≈ 300000. Hệ số tăng lên rất lớn trong
trường hợp này không phải là do sức mạnh của ta tạo ra, mà là do kết cấu của toàn bộ
hệ cột có dây quấn xung quanh nó.

dθ

Ndθ

T

Tsindθ
2
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