Chuyén dé 1: Cac bai toan trd choi td hop va rdi rac

Ban Toan hoc — Té chiéc The Gifted Battlefield nhiém ky 2025-2026

Xuat ban vao Ngay 2 thang 3 nam 2026

Tém tit ndi dung

Céc bai toan tro choi t6 hgp va i rac 1a mot phan khong thé thiéu trong chuong trinh Toan Chuyén, dic
biét 1 trong cac ki thi HSG cap trudng, tinh, qudc gia va qubc té. Bén canh dé, cac bai todn trén con cé thé
tng dung vao tin hoc thi ddu va nang cao tu duy xit 1y cac van dé. Vi vay, doi tugng duge huéng dén & day
13 cac ban hoc sinh c6 niém dam mé véi toan hoc, dac biét 1a cdc ban hoc sinh bac THCS dang hoc va on thi
Chuyén Toan.

Chuyén dé nay trinh bay hai noi dung trong tam: cic trd chdi trén tap nguyén va cic tro choi trén luéi
nguyen. Dé st dung tai lieu chuyen dé hieéu qua nhéat, ching minh dé xuit ban doc st dung theo trinh tu chuyen
dé, tham khao cac cach viét 18i giai cho céc bai toan t6 hop va danh nhiéu thoi gian vao viéc luyéen tap céc bai
tap tu luyén.
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Li thuyét va cac vi du

Chiing ta bat dau bang cAch mo ta chi tiét vé Tro choi Nim va cac tro choi tuong tu (thuong duge goi 1a Tro choi
Vo tu - Impartial Games). Hau hét cac tro chai trong cac cudce thi déu thudce loai nay, nhung mot s6 khong thuode
bat ky danh muc n&o ma thi sinh biét. Tuy nhién, hau hét cac dinh nghia sau day déu hitu ich ngay ca trong

nhitng tinh hudéng do.

INUNTGIEI W (Bai todn trd choi)

Ching ta xem xét cac trdo choi danh cho hai ngudi choi A va B, luan phién di chuyén. A luon di trude.
Khong thé xay ra hoa. Chiing ta dugc cho trang thai bit dau va tap hop M cac nudc di hop lé. Ngusi choi
thua néu ngudi dé roi vao vi tri ma tit d6 khong thé thyc hién nude di hop 1é nao.

Nhu vay, sé luon c6 mot ngudsi thua cudce va mot ngusi thang cuoc.

LU EW VAR (Vi tri thing thua)
Tap hop P clia tat ca céac vi tri trong mot tro choi co thé duge phan hoach thanh hai tap hop: tap hgp L
cac vi trf dan dén thua cudc va tap hop W céc vi tri dan dén thang cuoc.
Trong mot bai toan tro choi, mot ngusi choi sé roi vao vi tri thuoc L néu déi thi ctia ho choi ding. Ngudc

lai, mot ngudi choi c6 thé roi vao vi tri thuoc W, bat ké déi thi ctia ho lam gi.

Dé lam chii cudc choi, cac trang thai can duge phan hoach thanh hai tap hgp: tap L gdm céac vi tri dan dén
thua cuoc va tap W gom cac vi trf mang lai chién thing. Bi quyét dé luon gianh uwu thé ndm & chién thuat "bat
cap": bang cach chia cac vi tri thanh timg do6i mot va luon dap tra bang phan tit con lai trong cap ma ddi thu
vita chiém gitt, ban sé khién d6i thii sém can kiét nude di. Néu c6 mot vi trf khéi dau khong c6 cdp, ban nén chon
di trudc dé chiém lay né; néu khong, hay chon di sau dé duy tri quyen kiém soét cac cip va gianh thing lgi cudi
clng.

Li thuyét trén day mang tinh tritu tuong; vi thé, cac vi du sau day sé huéng dén viéc 1am ré cac van dé trén.

Céc tro chdi trén tap s6 nguyén
Vi dy 1.1
Cé6 36 que diém, hai ngudi choi lan lugt boc, mdi lan boc tit 1 dén 4 que. Ngudi phai boc que cudi cuing 13

ngudi thua cude. Hay tim cach chai cho ngusi di sau dé ngudi d6 luon luon thang cuoc. (Dién Nguyén, 2005)

P L1 GiA1r. Dé luon thing khi di sau, ban cin van dung chién thuat "bat cip" nhim kiém soat tdng
s6 que diém bi boc sau mdi vong chai. Vi ngudi boc que cudi cling (thit 36) sé thua, muc tiéu ctia ban 1a boc
hét 35 que trude d6 dé day doéi thit vao vi tri thua cudc khi trén ban chi con ding 1 que duy nhéat. Bing
cach luon boc s6 lugng que b véi déi thii sao cho tong médi lugt doi (mot vong 1ap) luon bang 5 (2 que ddi
thit boc va 5 — x que ban boc), ban sé duy tri duge thé tran "hoan héo". Do 35 = 5 x 7, sau ding 7 vong
béc nhu vay, ban chic chin sé dé lai duy nhat 1 que trén ban, buoc doéi thi phai boc que dé va nhan lay
that bai. |

Phan tich. Day la mot bai toan t6 hop thuong dugce goi la trd choi Nim thong thuong. Luat choi ¢ day la
béc tir 1 dén 4 que, ngudi boc que cudi ciing 1a ngusi thua. Muc tiéu cudi ciing 1a dé lai 1 que cho déi thi. Vay vi
sao 1a 5 que? Vi dé luon thang khi di sau, ban can van dung chién thuat "bit cip" nhim kiém soét tong s6 que
diém bi boc sau mdi vong choi. Vi ngusi boc que cudi cung (thit 36) sé thua, muc tieu ctia ban 14 boc hét 35 que
trude do dé day déi thi vao vi trf thua cuoc khi trén ban chi con dang 1 que duy nhéat. Bing céch luon boc sb

lugng que bit v6i d6i thii sao cho tong médi lugt doi (mot vong 13p) luon bing 5 (2 que déi thit bée va 5 — x que



ban boc), ban sé duy tri duge thé tran "hoan héo". Do 35 = 5 x 7, sau dung 7 vong boc nhu vay, ban chic chan

sé dé lai duy nhat 1 que trén ban, budc ddi thi phai béc que dé va nhan lay that bai.

Hai ban Diing va Long cling chdi tro choi: trén mat ban c6 3 cai hop, hop thit nhat dung 20 vién bi, hop
thit hai dyng 25 vién bi, hop thit ba dyng 20 vién bi. Mdi lan dén lugt minh, méi nguoi duge lay di s6 vien

bi tlty ¥ trong ciing mot hop, ai 1y dugce vién bi cudi ciing 1a ngudi thang cude. Diing duge ghép di truée.
Hay gitp tim bi quyét dé Diing chic chan thing trong cudc thi nay nhé! (Dién Nguyén, 2005)

P LO1 GrAi. Ta thdy dau tien Diing sé lay hét 25 vien bi ¢ hop thit hai dé cho trd choi § trang thai can
bang 1a hop mot 14 20 vién bi, hop hai 14 0 vién, hop ba 1a 20 vién. Khi d6 Long di z vién 6 hop 1 hosic 3

thi Diing sé lay « vien & hop con lai dé tro choi luon & trang thai can bing khi dé Diing chic chin sé lay

dugc bi cudi cling. [ |

Phan tich. Day 13 mot bai toan t6 hop, cu thé 1a tro choi Nim (hodc mot dang tuong duong). Bi quyét dé
Diing chic chén thang 14 Diing phéi luon dua tro choi vé trang thai can bang (con goi la trang thai thing cho
ngudi choi trude d6) sau mdi lugt di clia minh.

Trén bang ta viét 10 dau cong va 15 dau trir tai cac vi tri bat ki. Ta thue hién x6a hai dau bat ki trong do

va viét vao d6 mot dau cong néu x6a hai dau gidng nhau va dau trit néu x6a hai dau khac nhau. Héi trén
bang con lai dau gi sau khi ta thiyc hién thao téac trén 24 lan? (Dién Nguyén, 2005)

P LO1 GIAI. Ta c6 thé thiy néu xoa 2 dau giéng nhau sé thay thanh diu cong va néu xoa 2 dau khéc
nhau sé thanh dau trit. Khi d6 ta thay dau cong thanh 1 va dau trit thanh -1 thi khi d6 2 dau gidng nhau
sé1a1x1=1hodc —1 x (—=1) =1 con 2 dau khac nhau 13 —1 x 1 = —1.Khi d6 ta nhan 10 dau cong va 15
dau trit thi sé ra dugc —1. Vay trén bang con lai dau trit sau khi thic hién thao tac 24 lan. [ |

Phan tich, Day 1a 1 bai toan t6 hgp thuoc dang bat bién. Muc tieu la tim ra két qua cudi cling ctia mot chudi
thao tac lap di lip lai. Phuong phap hiéu qua nhét 1a tim ra mot dai lugng bat bién — mot thuoc tinh ciia he
thong khong thay ddi (hosic chi thay déi theo mot quy luat cd dinh) sau méi thao tac.

Trén bang ta viét ba s6 nguyen. Sau do ta xo6a di mot s6 va viét vao d6 tong hai s6 con lai trit di 1. Thao

tac nhu vay lip lai mot s6 lan va cudi cing ta nhan duge ba s6 17, 1967, 1983. Phai chiang nhitng s6 dau
tien trén bang dugc viét 1a 2,2,2? (Dién Nguyén, 2005)

P L1 cIi1i. Ta sé chiing minh khong thé nhan duge bo s6 (17,1967,1983) tit xuit phéat diém (2,2, 2)
dya trén tinh bat bién ctia tinh chin 1&. Khi xét budc bién ddéi dau tien tir ba s6 (2,2,2), ta nhan duge bo
(2,2,3) gom hai s6 chn va mot s6 16. Tt budc tht hai tré di, két qua luon luon duy tri cau tric hai s6
chdn va mot s6 1é dut ta thyc hién thay thé bat ki s6 nao (vi s6 chdn mdi sé bing tong clia mot s6 chin va
mot s6 1& trit di 1; s6 18 méi 1a tong ctia hai s6 chin trit di 1). Tuy nhién, bo s6 muc tieu (17,1967, 1983) lai
bao gom ca ba s6 1é. Do d6, véi thao tac da cho, tit xuat phat diém (2,2,2) khong thé thu duge két qua la
(17,1967, 1983). n

Phan tich. Day 13 mot bai toan td hgp vé tinh bat bién trong cac phép bién déi. Goi ba s6 trén bang la
(a,b,c). Thao tac bién doi 1a x6a mot s6 (vi du a) va thay thé bing a’ = b+ c— 1. Ta can tim mot thudc tinh clia

bo ba s6 (a,b,c) khong ddi (hosic thay doi theo mot quy luat don gidn) sau mdi lan bién doi.



Cac tro chgi trén ludi nguyén

Xét mot ban cd vua c6 4 x 8 6 vuong. Chitng minh ring mot con ngua khong thé bat dau tit mot 6 vuong,

di qua moi 6 vudng trén ban cd ding mot lan va quay trd lai 6 vuong ban dau. (Budc nhdy clia ngua la
trude tien di chuyén hai 6 vuong theo chiéu doc hodc chiéu ngang, sau dé di chuyén mot 6 vuong sang trai
hoac phai.) (Engels, 1998)

P LI GIAI. Gia st Ton tai mot cach di sao théa dé bai.

Khong mat tinh téng quét, gia sit ta xuat phat tit 6 géc hinh chit nhat nhu hinh vé. Ta t6 mau den 2 hang
G gitta nhu hinh vé. Khi do

- Tt 6 trang thi sau d6 quan ma sé phai vao 6 den.

- Tit 6 den thi sau d6 quan ma sé c6 thé di vao 6 trang hosic den.

Dé théa dé bai thi tit tring qua den sau dé phai quay vé tring, vi trén ban c& thi s6 6 den bing s 6 tring.

Ta gén toa do la (i,j) vao mdi 6 vdi i la hang va j 1a cot.

T 6 trang 1a (1,1) c6 tong chin di chuyén qua 6 den c6 tong 1a s6 18, sau d6 di chuyén vé 6 trang c6 tong

chan.

—_
(Y

s
Tt d6 cac 6 tring c6 tong 16 va cac 6 den c6 tdng chin sé khong dude quan mé di qua. Diéu nay mau thuin,

dan dén meénh dé sai va ta c6 diéu phai chiing minh 1a ding. [ |

Phan tich. Ta thit to mau ban cd theo mot quy luat nao doé, sao cho bude di ctia méa luon lam thay doéi theo
mot quy tit hodc bao toan mot tinh chat nhat dinh. O bai toan trén, ta 4p dung hai phuong phép 1a t6 mau va
gan toa do dé tim ra dugc hudéng giai. Chu y ring sau khi t6 mau thi viec nhin ra tinh bat bién ctia toa do ciing

don gidn hon.

Cho mot ban ¢ 8 x 8 gdm 64 6. C6 thé lap kin ban c¢& biang 2 hinh chit I va 15 hinh chit T dugc khong?
(Dién dan Toan hoc, n.d.)

P L1 crii. Ta to mau ban co xen ké tring den nhu ban ¢ vua va t6 hinh chit I, T tuong tu (S6 1
tugng trung cho mau den).

Mai chit T sé bao triim lén 1 6 den va 3 6 trang hodc 3 6 den va 1 6 trang. 2 hinh chit I sé bao triim lén 2 6
trang va 2 6 den.

Khong mét tinh téng quat, gia sit ¢6 18 chit T ¢6 1 6 den va 3 6 tring. Suy ra c6 s6 1é 6 den.

Ma ban cd 8 x 8 ¢6 32 6 den. Diéu nay mau thuan, dan dén ménh dé sai.

Vay ta khong thé lap kin ban co. [ |




Phan tich. Bai toan trén ap dung phuong phap t6 mau gitp 10i gidi tré nén dé dang hon. Ta suy nghi dén

tinh bat bién chén 1é ctia 6 den va trang trén ban co.

Mot hinh vuong duge chia thanh 16 6 vuong. Trong mdi 6 vuong danh dau cong (+), trit mot 6 ddnh dau

trit (—). Nhitng dau & cac 6 vuong c6 thé thay doi dong thoi theo hang, cot hosic dutng chéo. C6 kha ning
sau hitu han 1an ddi dau theo nguyén tic trén dan dén tit ca céc 6 vuong déu c6 dau cong (+) khong? (Dién
Nguyén, 2005)

P’ LO1 cIi1i. Bing cich quy udc dau (+) la 1 va dau (-) 1a —1, ta xét tich ctia 8 6 duge danh ddu & hinh
2. Vi moi thao tac ddi dau hang, cot hay duong chéo déu tac dong lén mot s6 chin cac 6 trong nhém nay
(0,2 hoac 4 o), nén tich clia ching 14 mot dai lugng bat bién khong bao gis thay déi. Ban dau, tich clia 8
0 nay bang —1, trong khi trang thai muc tiéu (toan dau cong) yéu cau tich phai bang 1. Do sy mau thuan
clia dai lugng bat bién nay, cau tra 10i 1a khong thé thuc hien duge yéu cau dé bai. [ |

++|—|+
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Bai tap van dung

Bai tap c6 hudng dan giai

Bai toan 1. Cho mot quan ¢d ¢ 6 (1,1) ciia mot bang vuong n x n. Hai ngudi A va B thay phién nhau di chuyén
quan cg, A di trude. Mbi lugt, ngusi choi cé thé di chuyén quan cd tit 6 (x,y) dén mot trong ba 6: (z + 1,y),
(z,y + 1) hosic (z + 1,y + 1), mién 14 6 d6 vAn nam trong bang. Ngusi di chuyén quan cd dén duge 6 (n,n) la
ngudi thdang. Tim tat ca cac gia tri n > 2 dé B c6 chién thuat thing.(Larsson, 2010)

Bai toan 2. Viét len bang s6 102025, Hai ban An va Binh cuing choi mot tro choi nhu sau: O méi lugt choi, nguoi
choi duge phép thuyc hién mot trong hai thao tac sau:

e Néu trén bang c6 hop s6 n thi x6a s6 n di va viét lén bang hai s6 nguyén duong a,b > 1 sao cho n = ab.
e Néu trén bang xuat hién hai s6 bing nhau thi c6 thé x6a it nhat mot trong hai s6 do

Ngudi nao khong thiyc hién dude lugt choi clia minh 14 ngudi thua cudc. Hoi ai 1a ngudi ¢ chién thuat thang, biét
An la ngusi di truée? (Lam, 2024)

Bai todn 3. C6 ba dong séi v6i s6 séi tuong tng la 2024, 2025, 2026 vién séi. Hai nguoi choi 1an Iugt boc sb6i nhu
sau: Moi lan ngudi choi duge phép bdc mot vién séi tit mot déng so6i bat ki trit dong s6i da duge boc bai doi
phuong 6 lugt ngay trude d6. Ngusi ndo khong thyc hién duge lugt di ctia minh 14 ngusi thua cude. Ai 1a ngudi
6 chién thuat thang? (Lam, 2024)

Bai toan 4. Nguoi ta choi mot tro choi trén mot bang ké 6 vuong, kich thuée 5 x 9 (gom 45 6 vuong don vi).
Ban dau, c¢6 33 dong xu dude dit vao cac 6 vudng ciia bang, sao cho khong c6 6 ndo ¢6 nhiéu hon mot dong xu.

O méi budc, ngudi choi sé di chuyén tat cd céc ddng xu trén bang, dua theo ba quy tic sau:

(i) Tai mdi budc, v6i mdi dong xu trén bang, mot trong hai thao tac sau duge thie hieén: (1) len hodc xudng 6
ké n6 (chung canh); hodc (2) sang trai hodc sang phai 6 ké no.

(ii) Néu ¢ mdi budc, mot dong xu nao dé da duge thyc hién mot trong hai thao téc thi ¢ budce tiép theo n6é phai
thuce hién thao tac con lai.

(iii) Khong thé c6 dong xu di chuyén ra khéi bang.

Tro chai sé ditng lai néu ton tai mot 6 vuong chita nhiéu hon mot dong xu. Ching minh rang tro choi sé két thic
sau hitu han bude. (S6 Gido duc va Dao tao Thanh Hoéa, 2022)

Bai tap tu luyén

Bai todn 5. Gid st n 1a 1 56 18 ta viét 1én bang cac s6 tit 1 dén 2n, sau do6 chon ra 2 s6 bat ki a va b va viét lai 1

s6 bang |a — b| . Chiing minh rang s6 cudi cuing con lai trén bang 1a 1 s6 18.

Goi j: Dat S = 14+24+ 3+ ... + 2n ta c6 S’ la tong d6 sau mdi lan thuyc hien phép bién déi. Vay ta cé
S"'=8—(a+b)+ |a—b|. Téi day ta sé xét module 2 cho |a — b| — (a + b) sao cho S" =S (mod 2) va chitng minh

S 1a sb 18.



Bai toan 6. Hai ban A v B tham gia mot tro choi. C6 mot to gidy da viét 47 s6 nguyén tit 1 dén 47 va mot hop
dung n vién bi. A 1a ngudi chai trude, B 1a ngusi choi sau va sé hitu hop bi. Hai ngusi luan phién thyc hién gach
50, moi lugt choi thi ngusi choi gach di 5 s6. Sau khi A choi xong lugt cudi cting thi con lai 2 s6, hai s6 d6 chénh
léch bao nhiéu thi B phai dua cho A bay nhiéu vién bi. Néu B hét bi hoic khong du bi dé dua cho A thi A thing,
ngudc lai néu B con it nhat 1 vién bi thi B thang cudc.

1. V6i n = 27, chitng minh ring B luén c6 cach choi dé thang cuoc.

2. V6i n = 26, chiitng minh ring A luén cé cach chai dé thing cudc.
(Sé Gido duc va Dao tao Thanh Hoéa, 2024)

Bai toan 7. Trén bang ghi mot s6 nguyén duong c6 hai chit s6 trd 1én. Ngudi ta thiét 1ap s6 mdéi bang cach x6a di
chit s6 hang don vi ctia s6 da cho, sau d6 cong vao s6 con lai 7 lan s6 vita bi x6a. Ban dau trén bang ghi s6 6'°0.
Héi sau mot s6 bude thuc hién nhu trén ta c6 thé thu duge 100° hay khong? Tai sao?

Goi y: Dat n = 10g + r v6i r € [0;9]. Tt d6 ta c6 f(n) =q+ Tr =0 (mod 3) roi xét dong du modulo 3.

Bai toan 8. Trong mot hop c6 2010 vien séi. C6 hai ngudi tham gia tro choi, mdi ngusi lan lugt phai boc it nhat
13 11 vién sbi va nhiéu nhat 1a 20 vién séi. Ngudi nao boc vién sbi cudi ciing sé thua cudc. Hiy tim thuat toan

choi dé dam bio ngudi boéc dau tién luon 1a ngudi thang cudc.

Bai toan 9. Cho mot ban ¢5 quoc té 8 x 8. Hoi ring quan mé c6 thé di nude dau tién tir 6 dudi cling bén trai va
két thic & 6 trén cling bén phai hay khong, v6i diéu kién né phai di qua tat ci cac 6 trén ban c¢d va mdi 6 chi di

qua ding mot lan?

Goi 9j: Theo ban ¢& qubc té 8 x 8 thi mot ban cd ¢6 2 6 6 hai géc phia ngoai cling d6i nhau sé c6 mau gidng
nhau. Ta ciing c6 quan ma sau mdi nudc di sé thay déi mau 6 ctia minh. Do mot ban ¢ gom 64 6 nén quan ma
can di 63 lan dé thoa yéu cau dé. Tuy nhién sau n lan di véi n 1 s6 18 thi quan ma sé c6 mau 6 khac mau 6 ban

dau. Suy ra lic ma t6i 6 phia bén kia sé c6 mau khac. Tu do ta suy ra vo 1.

Bai toan 10. Cho ban c& vua tiéu chuan 8 x 8, cic hang ngang dugc danh sb tir 1 dén 8, cac cot duge danh dau
tit @ dén h. Trong mot tran dau 2 ngudi choi, mot ngudi c6 quan xe trang bat dau & b2, con ngudi kia thi c6 xe
den & c4. O mdi luot di, mot quan xe phai di chuyén dén mot 6 khac nam trén ciing hang hoic cling cot véi 6
xuat phat cia n6. Tuy nhién, 6 dén khong duge nim trong tam tan cong ciia quan xe con lai, va khong duge 1a
6 ma bat ky quan xe nao da ting dat chan tdi truée d6. Ngudi choi khong con nuée di hop 1é sé thua. Hobi ngudi
nao cé6 cach dé chién thang? (Art of Problem Solving, 2020)

Bai toan 11. Trén bang cho 2014 so tu nhién tit 1 dén 2014. Thuec hién lién tiép phép bién doi sau: Mai lan xoa
L1 N s . b .
di hai so bat ky a, b ¢6 trén bang roi viet thém s6 a + b — % vao bang. Khi trén bang chi con lai ding mot so thi

dimg lai. Tim s6 con lai dé.



Huéng dan gidi bai tap

Bai 1. (Larsson, 2010) Cho mot quan ¢ 6 6 (1,1) cia mot béang vuong n x n. Hai ngusi A va B thay phién
nhau di chuyén quan cd, A di trude. Mdi lugt, ngusi choi c6 thé di chuyén quan ¢ tit 6 (z,y) dén mot trong ba
o: (x+1,y), (2,9 + 1) hodc (z + 1,y + 1), mién 14 6 d6 vAn nim trong bang. Ngusi di chuyén quan cd dén dugc

o (n,n) la ngudi thdng. Tim tat ca cac gia tri n > 2 dé B c6 chién thuat thing.

v,

LO1 GIA1. Ta goi s6 budc con lai dé di tit 6 (z,y) dén (n,n) theo phuong ngang va phuong doc la:
a=n-—uz, b=n—y.
Mbi lugt di chuyén lam gidm a di 1, hodic gidm b di 1, hodc giam ca hai.
Do tit 0 (2¢,2d) v6i ¢, d 1a s6 tu nhién bat ky nude di nao ciing sé tao ra it nhat mot s6 1&. Xét mot vi tri bat ki:
e Néu a va b déu chdn, thi ngudsi dén lugt di tai vi tri d6 roi vao thé bat 1oi.
e Néu a va b khong dong thai chin, ngudi choi luon c6 thé di chuyén sao cho dua tro choi trd vé 6 (2¢, 2d).
0o (1,1), ta cé6 a =b=mn — 1. Xét cac trudng hgp sau.
e Néun lé thi n — 114 chdn, nén 6 ban dau 1a 6 (2¢,2d). Do d6 ngudi A (di trude) roi vao vi tri bat 1gi nén
B c6 1gi thé va chién thang.
e Néu n chdan thin —1 1a [é, nén A c6 1gi thé va thang.
Do d6 ngudi B c6 chién thuat thang khi va chi khi 13 s6 18.
|

Bai 2. (Lam, 2024) Viét len bang s6 102925, Hai ban An va Binh ciing choi mot tro choi nhu sau: O mbi lugt
choi, ngudi choi duge phép thic hién moét trong hai thao tac sau:

e Néu trén bang c6 hop s6 n thi x6a s6 n di va viét lén bang hai s6 nguyén duong a,b > 1 sao cho n = ab.

e Néu trén bang xuét hién hai s6 bing nhau thi c6 thé x6a it nhat mot trong hai s6 do
Ngudi nao khong thiyc hien duge lugt choi clia minh 14 ngudi thua cudc. Hoi ai 13 ngudi ¢ chién thuat thang, biét
An 1a nguoi di trudce?

P LO1 GIAI. Ta thiy ring sau mdi thao tac thi tich tat ci cac s6 c6 mat trén bang luon khong tang, ma 102925
c6 hitu han u6c s6 nén tro choi sé phai két thic sau hitu han luct choi. Ta sé chiing minh rang A sé c6 chién thuat
thang. That vay, chién thuat choi clia A 13 nhu sau:

e O lugt di dau tien, A sé x6a s6 10%0%° va viét len bang hai s6 22025 va 52025,

Theo luat choi, sau lugt choi nay, moi s6 trén bang déu chi c6 thé Ia liy thira ctia 2 hoic 5.
e O nhimg lugt di tiép theo, A sé "bit chuéc" lugt chai ctia B nhu sau:

o Néu 6 lugt choi clia minh ma B x6a s6 2¢ (o € N*) va viét them hai s6 2%, 222 (o, ap € N*) thi A sé
x6a di s6 5% va viét them lén bang hai s6 5%, 5%2 va ngudc lai.
o Néu 6 lugt choi clia minh ma B x6a di it nhat mot trong hai s6 2%, 2% v6i a; = av; thi A sé thuyc hien

thao tac tuong tu véi hai s6 5%, 5% va ngudc lai.

Do s6 mil ciia 2 va 5 clia hai s6 trén bang & lugt choi dau tién ctia B giéng nhau, A luén cé thé thuyc hien lugt
choi ctia minh sau moi lugt choi ciia B.

Vi tro choi sé phai dimg lai sau hitu han lugt choi, sé t6i mot lic ma B khong thé thyc hién lugt choi ctia minh
va A sé thang. [ |



Nhan xét
Trong cac bai toan tro choi ¢6 diém ding, chién thuat "bit chudc" 1a mot k§ thuat vo cliing quen thuoc.

Bai 3. (Lam, 2024) C6 ba dong s6i v6i s6 s6i tuong ting 1a 2024, 2025, va 2026 vien s6i. Hai ngudi choi lan lugt
boc s6i nhut sau: Mai lan ngudi choi dude phép béc mot vien séi tit mot dong séi bat ki trit dong séi da duge boc
bdi chinh ngudi choi ay & lugt ngay trude dé. Ngudi ndo khong thue hien dude lust di ctia minh 13 ngusi thua

cuoc. Ai la ngudi c6 chién thuat thang?

P LO1 GiA1i. Goi A, B, C la ba ddng sbi tuong tng gom 2024, 2025 va 2026 vien séi va X, Y tuong tng la ngudi
choi thit nhat va ngusi choi thit hai.

Ta sé chitng minh X c¢6 chién thuat thing. That vay, chién thuat ctia ngusi choi X 13 nhu sau:

O luot di dau tien, X bbc mot vien séi tit déng B. C6 hai trudng hop c6 thé xay ra:

e Néu ¢ lugt di dau tién ctia Y, Y bdc s6i 6§ déng khong phai B thi X sé bdc séi 6 déng ma Y bbc truse do.

o]
O nhitng lugt choi tiép theo, néu Y bbe s6i & déng nao thi X sé boc séi & déng d6 & lugt ngay sau do.

e Néu 6 luot di dau tién ctia Y, Y boc s6i 6 dong B thi X sé boc séi § dong A & luct tiép theo. S6 séi hai
déng A, B luc nay bang nhau (ciing bang 2023 vién s6i). Tt d6, X sé bat chude cach choi & lugt ngay trudce
do6 cta Y khi t6i lugt minh choi nhu sau:

o Néu Y boc s6i 6 dong A & luot clia minh thi X sé boc s6i 6 dong B va ngugc lai.

o Néu Y boc s6i 6 dong C thi X ciing sé boc s6i 6 dong C.

O truong hop dau, sau lugt boe séi dau tien cia X thi s6 séi 6 mdi déng déu la s6 chin, va vi X ¢6 thé thuc hien
chién thuat ctia minh cho tat ca cac ludt tiép theo nén X luon c6 thé thyc hieén lugt choi sau khi Y thuc hién lugt
choi.

O truong hop thit hai, sau lugt boc séi thit hai cfia X thi s6 s6i clia déng A va B bing nhau va sb s6i déng C 1a
mot s6 chdn. Vi X c6 thé thye hien chién thuat ctia minh cho moi lugt choi sau dé, X luon cé thé thye hien luot
choi sau khi Y thuc hien lugt choi. Va do s6 s6i 1a hitu han nén sé ¢6 lidc Y khong thé thyc hién lugt choi va X
13 ngusi chién thing.

Vay X 1a nguoi c6 chién thuat thing. [ |
Bai 4. (S& Giado duc va Dao tao Thanh Héa, 2022) Ngudsi ta choi mot tro choi trén mot bang ké 6 vuong, kich
thuée 5 x 9 (gom 45 6 vuong don vi). Ban dau, ¢6 33 dong xu duge dit vao cac 6 vuong clia bang, sao cho khong
¢6 6 nao ¢6 nhidu hon mot dong xu. O mdi bude, ngudi choi sé di chuyén tat ca cac ddng xu trén bang, dua theo

ba quy tac sau:

(i) Tai mbi budc, v6i mdi dong xu trén bang, mot trong hai thao tac sau duge thuc hién: (1) lén hodc xubéng o

ké n6 (chung canh); hodc (2) sang trai ho#ic sang phéi 6 ké no.

(ii) Néu ¢ mdi buée, mot dong xu ndo dé da duge thyc hien mot trong hai thao tac thi & budc tiép theo n6 phai

thue hién thao tac con lai.
(iii) Khong thé c6 dong xu di chuyen ra khéi bang.

Tro choi sé ding lai néu ton tai mot 6 vuong chita nhiéu hon mot dong xu. Chiing minh ring tro choi sé két thic

sau hitu han budc.

P LI GIAr. Gia si ton tai mot cach choi khong két thic sau hitu han bude. Ta t6 bang 6 vuong nhu hinh.



Khi d6 sé c¢6 15 6 mau lam, 12 6 mau doé, 8 6 mau vang, va 10 6 mau lyc. Chia 33 dong xu duge xép lén thanh

hai nhom:
I. Nhém cac dong xu ndm & 6 mau lam hodc mau vang;
II. Nhém cac dong xu nidm & 6 mau dé hodic mau lyc.

Theo nguyeén 1f Dirichlet, s& c6 mot nhém chita it nhat 17 dong xu. Néu sau budc nao dé6 mot nhom c6 khong it
hon 17 dong xu, thi sau budc tiép theo nhém con lai ¢6 khong it hon 17 dong xu.

Vi tro choi dién ra vo han, ton tai mot thoi diém ma nhém I c6 it nhat 17 dong xu. Ta xét thoi diém nay. Lai
theo nguyeén 1f Dirichlet, trong nhém I ¢6 it nhat 9 dong xu ndm trén cling mot mau, 13 mot trong hai mau lam
hodc vang. Tuy nhién, trén bang chi c6 8 6 mau vang, va khong c¢6 mot 6 chita nhiéu hon mot dong xu; do do, 6
mau lam chita it nhat 9 dong xu.

Tuy nhién, sau hai budc, moi dong xu & cac 6 mau lam sé di chuyén vao cadc 6 mau vang (bing cach di chuyén
xanh — dé — vang hodc xanh — luc — vang). Khi d6, ton tai mot 6 mau vang chita nhiéu hon mot dong xu. Ta

c6 ngay diéu mau thuan. Vi vay, gid sit ban dau Ia sai, titc la tro choi phai két thtc sau hitu han bude. [ |



I i i

Qua chuyeén dé “Céc bai toan to hgp va r5i rac”’, mong ring ban doc da tiép can nhitng khai niem cét 16i va cach
tu duy chién luge trong cac tro choi toan hoc roi rac. Tit viéc phan tich cau tric tro choi, xac dinh trang thai
thang-thua va xay dung chién lude ti wu, cac bai toan tro choi da cho thiy mot phan thi vi cia Toan hoc, dong
thoi gitp ngudsi hoc ren luyén kha nang lap luan va tu duy sang tao trong viéc tim gidi phap.

Hy vong rang chuyén dé nay da gép phan gitp ban doc trang bi dude nhitng cong cu can thiét cho cac bai toan tro
chai néi rieng v Toan T6 hop — Rai rac néi chung, va dong thoi cdAm nhan duge vé dep tinh té tir thé gidi phong
pht clia cic bai todn tro choi. D6 cling 1a diéu ma nha toan hoc John Horton Conway — ngudi da sang tao ra
nhiéu tro chai toan hoc va gép phan dinh hinh 1y thuyét tro chai to hgp da thé hién qua 1ai trich dan (MacTutor,
n.d.):

“TOI TUNG CAM THAY TOI LOI... VI DANH CA NGAY CHOI TRO CHOI TRONG KHI DANG LE RA PHAI HOC TOAN.
ROI... TOI NHAN RA RANG TRO CHOI CHINH LA TOAN HOC.”
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