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Tóm tắt nội dung

Hình học phẳng luôn giữ vai trò quan trọng trong việc rèn luyện tư duy logic, khả năng phân tích và suy
luận toán học. Qua đó, hình học phẳng trở thành một nội dung trọng tâm trong các kì thi chuyên và chọn Học
sinh giỏi. Chuyên đề này giới thiệu một mảng tiêu biểu của hình học phẳng, tập trung các lớp bài toán hình
học có yếu tố cực trị.

Các phương pháp như sử dụng các đánh giá cơ bản, các bất đẳng thức như AM-GM hoặc định lí Ptolemy
cũng sẽ được nhắc đến, kèm theo một số bài toán hình học thực tế có yếu tố cực trị. Do đó, chuyên đề này sẽ
phù hợp với các bạn học sinh Trung học Cơ sở muốn tìm hiểu sâu hơn về các bài toán này, đặc biệt nhằm phục
vụ cho việc ôn luyện các kì thi chuyên và chọn Học sinh giỏi. Cầm trên tay chuyên đề này, bạn đọc hãy nghiền
ngẫm lí thuyết và nghiên cứu các phương pháp một cách tuần tự, và hãy tự giải một số bài toán được viết trong
đây. Chuyên đề cũng có thêm một số bài tập nhằm tạo điều kiện cho bạn đọc tự học, tự khám phá và củng cố
kiến thức đã tiếp thu.
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1 Lí thuyết cơ sở

Chúng ta quan tâm đến các bài toán hình học có yếu tố cực trị; tức là, tìm giá trị lớn nhất hoặc nhỏ nhất của
một đại lượng hình học (độ dài, diện tích, thể tích) hoặc một biểu thức gồm các đại lượng hình học. Cũng như
các bài toán về cực trị khác, một bài toán cực trị hình học là một bài toán “hai phần”: chứng minh một biểu thức
các đại lượng hình học bị chặn trên (≤) hoặc dưới (≥) bởi một cực trị (giá trị lớn nhất hoặc nhỏ nhất); và chỉ ra
rằng tồn tại một cấu hình sao cho biểu thức đó đạt cực trị.
Để chứng minh một biểu thức bị chặn bởi một cực trị nào đó, ta sử dụng một hoặc một chuỗi các bất đẳng thức
nhằm đánh giá biểu thức. Bất đẳng thức cơ bản nhất có thể kể đến như bất đẳng thức hiển nhiên x2 ≥ 0, hoặc
các bất đẳng thức so sánh độ dài hai đại lượng hình học. Một số bài toán cực trị có thể được giải quyết bằng một
số bất đẳng thức cụ thể, chẳng hạn như bất đẳng thức AM-GM (so sánh trung bình cộng - trung bình nhân), và
bất đẳng thức Cauchy-Schwarz (hay còn gọi là bất đẳng thức Bunyakovsky).

Định lí 1.1 (Bất đẳng thức AM-GM)

Cho n số thực không âm x1, x2, . . . , xn. Khi đó

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 · · ·xn.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x1 = x2 = · · · = xn.

Trong khuôn khổ của Toán chuyên Trung học Cơ sở, ta thường quan tâm đến trường hợp n = 2 và n = 3. Dưới
đây là chứng minh bất đẳng thức cho hai trường hợp này.

Chứng minh. Với trường hợp n = 2, chú ý rằng bất đẳng thức

(
√
x1 −

√
x2)

2 ≥ 0

luôn đúng với mọi số thực không âm x1 và x2. Khai triển bất đẳng thức trên, rõ ràng thu được

x1 + x2 − 2
√
x1x2 ≥ 0 ⇐⇒ x1 + x2

2
≥

√
x1x2.

Với trường hợp n = 3, đặt a = 3
√
x1, b = 3

√
x2, và c = 3

√
x3. Chú ý rằng bất đẳng thức

(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 ≥ 0

luôn đúng với mọi số thực không âm a, b, c. Khai triển, rõ ràng thu được

2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab− 2bc− 2ca ≥ 0 ⇐⇒ a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca ≥ 0.

Vì a+ b+ c ≥ 0 nên

(a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca) ≥ 0 ⇐⇒ a3 + b3 + c3 − 3abc ≥ 0,

hay ta có
x1 + x2 + x3

3
≥ 3

√
x1x2x3. ■

Định lí 1.2 (Cauchy-Schwarz)

Cho 2n số thực dương a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn. Khi đó(
a21 + a22 + · · ·+ a2n

) (
b21 + b22 + · · ·+ b2n

)
≥ (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)

2.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi
a1
b1

=
a2
b2

= · · · = an
bn

.

Cũng như bất đẳng thức AM-GM, ta quan tâm đến trường hợp n = 2 và n = 3.
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Chứng minh. Với n = 2, ta thấy(
a21 + a22

) (
b21 + b22

)
= (a1b1 + a2b2)

2 + (a1b2 − a2b1)
2 ≥ (a1b1 + a2b2)

2.

Với n = 3, chú ý rằng(
a21 + a22 + a23

) (
b21 + b22 + b23

)
− (a1b1 + a2b2 + a3b3)

2 = (a1b2 − a2b1)
2 + (a2b3 − a3b2)

2 + (a3b1 − a1b3)
2 ≥ 0.

Hoàn tất chứng minh. ■

Ngoài ra, một số bài toán cực trị liên quan đến tứ giác và tứ giác nội tiếp có thể được giải quyết bằng một định
lí khá mạnh, xin giới thiệu đến bạn đọc, đó là định lí Ptolemy.

Định lí 1.3 (Ptolemy)

Với mọi tứ giác lồi ABCD, ta luôn có

AC ·BD ≤ AB · CD +AD ·BC.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tứ giác ABCD nội tiếp.

Chứng minh. Dựng F thuộc AC, sao cho ÂBF = ĈBD và B̂AF = B̂DC. Khi đó, △BFA ∼ △BCD và
△ABD ∼ △FBC, cả hai đều theo trường hợp đồng dạng góc–góc. Ta xét hai trường hợp trên tứ giác ABCD.

B

C

DA

F

B

C

D

A

F

Trường hợp 1: Tứ giác ABCD nội tiếp.

Vì tứ giác ABCD nội tiếp nên B̂AC = B̂DC, mà B̂AF = B̂DC nên B̂AF = B̂AC ⇒ F ∈ AC.

Mặt khác, từ △BFA ∼ △BCD, ta suy ra
AB

BD
=

FA

CD
=⇒ AB · CD = FA ·BD (1).

Tương tự,
BD

BC
=

AD

FC
=⇒ AD ·BC = FC ·BD (2).

Từ (1) và (2), suy ra AB · CD +AD ·BC = FA ·BD + FC ·BD = AC ·BD.

Trường hợp 2: Tứ giác ABCD không nội tiếp.

Vì B̂AC ̸= B̂AF nên F không còn thuộc AC. Khi đó

AB · CD +AD ·BC = FA ·BD + FC ·BD = (FA+ FC) ·BD > AC ·BD.

Chứng minh hoàn tất. ■
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2 Các bài toán ví dụ

2.1 Các bài toán sử dụng định nghĩa và đánh giá cơ bản

Ta sẽ khởi đầu bằng một ví dụ cơ bản.

Ví dụ 2.1

Cho đường tròn (O) và dây cung BC cố định, điểm A di chuyển trên cung lớn BC. Tìm vị trí của A để ta
đạt được giá trị lớn nhất của diện tích tam giác ABC.

Để làm một bài cực trị, ta cần xác định: Cái gì cố định; cái gì thay đổi; cái cần tối ưu hóa là gì. Ở bài này, cái cố
định là dây cung BC, cái thay đổi là điểm A, cái cần tối ưu hóa là diện tích tam giác ABC. Cung BC cố định
dẫn tới việc độ dài của BC cũng như vị trí của BC cố định trong (O), và việc yêu cầu tối đa hóa diện tích tam

giác ABC gợi chúng ta đến công thức S =
BC ×AH

2
, với H là chân đường cao hạ từ A xuống BC. Rõ ràng, A

càng cách xa BC thì AH sẽ càng lớn, và điểm nằm trên đường tròn cách xa BC nhất là điểm chính giữa cung
lớn BC. Thế nên, ta sẽ có lời giải như sau.

A

B C

O

A′

H′H

{ Lời giải. Gọi A′ là điểm chính giữa cung lớn BC trong (O), H, H ′ lần lượt là chân đường cao hạ từ A,
A′ xuống BC. Dùng bất đẳng thức tam giác, ta có:

SABC =
AH ·BC

2
≤ (AO +OH ′) ·BC

2
=

(A′O +OH ′) ·BC

2
=

A′H ·BC

2
= SA′BC

Vậy diện tích của tam giác ABC sẽ không quá diện tích tam giác A′BC, đẳng thức xảy ra khi AH = AO+OH ′,
tức khi A,O,H thẳng hàng, tương đương A là điểm chính giữa cung lớn BC. ■

Nhận xét
Lời giải trên áp dụng ý tưởng kẻ song song để chứng minh khi điểm nằm trong/ngoài miền giới hạn, thì
khoảng cách của điểm ấy sẽ lớn/nhỏ hơn điểm ta lấy làm cực trị.

Sau đây là một bài toán bất đẳng thức cũng tương đối đơn giản:

Ví dụ 2.2

1. Cho tam giác ABC nhọn. Chứng minh rằng:

BC2 < AB2 +AC2

2. Cho tam giác ABC có Â > 90◦. Chứng minh rằng:

BC2 > AB2 +AC2
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Các dữ kiện trên gợi chúng ta đến hệ thức của định lý Pytago, và để áp dụng định lý Pytago ta có việc tìm ra
hoặc dựng nên góc vuông, dẫn tới lời giải như sau:

{ Lời giải. Dựng đường cao BH với cạnh AC.

1. H nằm trên đoạn BC do ABC nhọn nên ta có:

AB2 +AC2 > HB2 +HC2 = BC2

suy ra điều phải chứng minh.

2. Do A nằm trên đoạn HC nên ta có:

AB2 +AC2 = AH2 +BH2 + (HC −HA)2 = CH2 +BH2 + 2AH2 − 2AH · CH < CH2 +BH2 = BC2

Suy ra điều phải chứng minh.

■

Ví dụ 2.3

Cho đường tròn (O) và dây cung BC của đường tròn (O) cố định. Tìm vị trí điểm A trên cung lớn BC của
(O) sao cho S = AB +AC đạt giá trị lớn nhất

A

B C

O

A′

D

F
E

{ Lời giải. Gọi A′ là điểm chính giữa cung lớn BC, khi đó ta có A′B = A′C. Ta muốn chứng minh khi A ≡ A′

thì tổng S sẽ đạt giá trị lớn nhất, nên ta sẽ chứng minh A′B−AB+A′C −AC ≥ 0, hay A′B−AB ≥ AC −A′C.
Không mất tính tổng quát, giả sử A thuộc cung nhỏ A′B. Giả sử AC giao A′B tại D. Lấy hai điểm E, F trên
các cạnh A′B, AC thỏa AB = BE và A′C = CF . Khi đó điều phải chứng minh trở thành A′E ≥ AF . Nhận thấy
ÂA′B = ÂCB < Â′CB = Â′BC = Â′AC nên ta suy ra AD < A′D.
Do tứ giác AA′BC nội tiếp, nên ta có:

∆ABD ∼ ∆A′CD =⇒


AB

BD
=

AC

CD
AD

BD
=

A′D

CD

=⇒ DB

DC
=

AB

A′C
=

AB −BD

A′C − CD
=

BE −BD

CF − CD
=

DE

DF

Đồng thời, ∆AA′D ∼ ∆BCD ⇒ 1 ≥ AD

AD′ =
DB

DC
=

DE

DF
⇒ DE ≤ DF Đẫn dến A′E = A′D−DF ≥ AD−DF =

AF dẫn đến điều phải chứng minh. ■
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2.2 Các bài toán sử dụng định lí Ptolemy

Hãy khởi động bằng vài bài toán để ta làm quen với bất đẳng thức Ptolemy

Ví dụ 2.4

Cho △ABC, điểm M bất kỳ trên mặt phẳng.

1. Giả sử ABC là tam giác đều. Xét độ dài các đoạn thẳng MA, MB, MC. Chứng minh rằng hoặc
chúng là độ dài các cạnh của một tam giác, hoặc tồn tại hai trong ba độ dài sao cho tổng của chúng
bằng độ dài còn lại.

2. Tìm vị trí điểm M để MA+MB +MC là nhỏ nhất.

{ Lời giải.

1. Áp dụng bất đẳng thức Ptolemy cho 4 điểm A,B,M,C ta có:

AB.CM +AC.BM ≥ BC.AM

Mà AB = BC = CA, nên MB+MC ≥ MA. Tương tự, ta thu được MC+MA ≥ MB và MA+MB ≥ MC,
thu được điều phải chứng minh.

2. Với trường hợp mọi góc trong tam giác nhỏ hơn 120◦. Ta dựng về phía ngoài △ABC tam giác đều BCD.
Từ đánh giá ở câu 1., ta có

MA+MB +MC ≥ MA+MD ≥ AD

Mà AD là một đoạn thẳng cố định, thế nên giá trị nhỏ nhất của biểu thức là AD.
Ta xác định được vị trí điểm M khi các dấu "=" trong bất đẳng thức xảy ra. Tức là MB +MC = MD và
MA+MD = AD, suy ra A,M,D thẳng hàng và M thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD.

Với trường hợp tam giác có một góc lớn hơn 120◦ thì M trùng với đỉnh ứng với góc tù đó.

■

Nhận xét
Điểm M được gọi là điểm Torricelli trong tam giác. với vị trí điểm M như trên thì ta biến đổi thu được
∠AMB = ∠BMC = ∠CMA = 120◦. Nếu ta cũng dựng các tam giác ACE và AFB đều thì M là giao
của các đường tròn (BCD), (ACE), (ABF ). Điều này kéo theo các tính chất như điểm M là duy nhất,
AD,BE,CF đồng quy, và AD = BE = CF .

Ví dụ 2.5

Cho đường tròn (O;R) cố định, có dây cung BC = R
√
3 và điểm D bất kì nằm trên đoạn thẳng BC (D

khác 2 đầu mút). M là điểm di động trên đường tròn. Xác định vị trí điểm M để S = MB.CD +MC.BD

lớn nhất, tính giá trị ấy theo R,

{ Lời giải. Gọi I là điểm chính giữa cung BC lớn, ID cắt lại đường tròn tại điểm A khác I. Khi đó D là

chân đường phân giác đỉnh A trong tam giác ABC. Ta có
AB

DB
=

AC

DC
= k. Ta biến đổi

MB.CD +MC.BD =
1

k
(MB.CD.k +MC.BD.k) =

1

k
(MB.AC +MC.AB) =

1

k
BC.AM

Vậy giá trị của S chỉ phụ thuộc vào AM . AM lớn nhất khi AM là đường kính. Giá trị lớn nhất của S là
2
√
3

k
R2 ■
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Nhận xét
Ví dụ 2.5 sẽ rất khó cho đa phần các bạn lớp 9 nếu không biết dựng điểm I và A. Thực chất A mới là điểm
then chốt trong bài này. Ý tưởng để ta dựng được điểm A chính là ta phải đưa biểu thức này trở thành một
biểu thức nào đó liên quan đến đường tròn để dùng định lý Ptolemy, và việc dựng điểm A như trên cũng
giúp biểu thức mới tỉ lệ với biểu thức cũ, từ đó công việc biến đổi rất nhẹ nhàng.

Ví dụ 2.6

Cho tam giác ABC. Các ký hiệu a, b, c, ma, mb, mc tương ứng là độ dài đoạn thẳng BC, CA, AB, và độ

dài đường trung tuyến đỉnh A, B, C. Tìm giá trị nhỏ nhất của T =
(a+ b+ c)(ma +mb +mc)

ama + bmb + cmc
, điều kiện

nào để T đạt giá trị nhỏ nhất?

{ Lời giải. Gọi M,N,P là trung điểm của BC,CA,AB và G là trọng tâm của tam giác ABC. Xét tứ giác
ANGP có:

AN.GP +AP.GN ≥ AG.NP

b.mc + c.mb ≥ 2a.ma

Sau đó thao tác tương tự cho các tứ giác còn lại và cộng vế theo vế ta thu được

a(mb +mc) + b(ma +mc) + c(mb +mc) ≥ 2(ama + bmb + cmc)

a(ma +mb +mc) + b(ma +mb +mc) + c(ma +mb +mc) ≥ 3(ama + bmb + cmc)

(a+ b+ c)(ma +mb +mc)

ama + bmb + cmc
≥ 3

Vậy giá trị nhỏ nhất của T là 3, dấu "=" xảy ra khi các tứ giác ANGP,BPGM,CMGN nội tiếp. Khi đó
∠BAC = ∠BPM = ∠BGM = ∠AGN = ∠APN , và tương tự cho các góc còn lại, dẫn đến tam giác ABC đều. ■

2.3 Cực trị hình học trong các bài toán thực tế

Ví dụ 2.7

Người ta cần làm một cái bồn chứa dạng hình trụ có thể tích 1000 lít bằng inox để chứa nước, tính bán
kính của hình trụ đó sao cho diện tích toàn phần của bồn chứa đó là nhỏ nhất

{ Lời giải. Đổi 1000L = 1m3

Ta có thể tích của bể nước là
V = πR2h = 1 vậy h =

1

πR2
.

Khi đó diện tích toàn phần của hình trụ là Sp = 2πRh+ 2πR2, hay

Sp = 2πR · 1

πR2
+ 2πR2 =

2

R
+ 2πR2 (R > 0)

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM cho ba số thực không âm,

Sp =
2

R
+ 2πR2 =

1

R
+

1

R
+ 2πR2

≥ 3
3

√
2πR2 · 1

R
· 1
R

= 3
3
√
2π (m2)

Vậy diện tích toàn phần nhỏ nhất khi và chỉ khi

R =
3

√
1

2π
(m).

■
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Ví dụ 2.8

Một gia đình muốn cải tạo một ao nước nhỏ thành một hồ nước đẹp hơn. Hồ nước có dạng hình hộp chữ
nhật với chiều dài gấp hai lần chiều rộng và người ta tính được có thể tích bằng 62250

3 m3 . Theo thị trường
xây dựng, giá tiền xây dựng bình quân là 350 000 đồng/m2 (bao gồm cả đáy và thành hồ). Hỏi chi phí thấp
nhất mà gia đình đó phải trả để xây dựng hồ nước trên là bao nhiêu tiền?

{ Lời giải. Gọi chiều rộng của hình chữ nhật đáy hồ là x (m) (x > 0); y là chiều sâu của hồ (y > 0).
Khi đó, chiều dài của hình chữ nhật là 2x (m). Thể tích của hồ là V = 2x · x · y = 2x2y (m3).
Từ các dữ kiện đề bài, ta có phương trình 2x2y = 62500

3 . Suy ra y = 31250
3x2 .

Diện tích xây dựng của hồ nước là

S = 2x · x+ 2 · (2x+ x) · y = 2x2 + 6xy = 2x2 + 6 · x · 31250
3x2

= 2x2 +
62500

x
.

Áp dụng bất đẳng thức AM–GM, với hai số thực không âm, ta được

S = 2x2 +
62500

x
=
(
2x2 + 1250

)
+

62500

x
− 1250 ≥ 2

√
2x2 · 1250 + 62500

x
− 1250 = 100x+

62500

x
− 1250.

Tiếp tục áp dụng bất đẳng thức AM-GM, ta thu được

S ≥ 100x+
62500

x
− 1250 ≥ 2

√
100x · 62500

x
− 1250 = 3750.

Khi đó Smin = 3750. Dấu "=" xảy ra chẳng hạn khi 2x2 = 1250 và 100x =
62500

x
, hay x = 25.

Vậy chi phí thấp nhất mà gia đình đó phải trả để xây dựng hồ nước là

3750× 350 000 = 1 312 500 000 (đồng).

■

Ví dụ 2.9

Ông Sáu có một mảnh đất hình nửa hình tròn với đường kính AB = 200m. Trên mảnh đất ấy, ông muốn
dựng hàng rào để tạo thành một mảnh đất hình thang cân ABCD, trong đó C và D nằm trên cung tròn
đường kính AB. Hỏi diện tích lớn nhất của mảnh đất hình thang cân ABCD mà ông Sáu có thể rào được
là bao nhiêu mét vuông?

OA B

CD

H

{ Lời giải. Gọi R > 0 là bán kính mảnh đất hình tròn. Ta có AB = 2R = 200m, suy ra R = 100m.
Gọi O là tâm của đường tròn, H là hình chiếu của D trên đường thẳng AB. Đặt OH = x (m), khi đó 0 < x < R

và DH =
√
R2 − x2.

Do ABCD là hình thang cân nên SABCD =
1

2
(AB + CD) ·DH. Nhận thấy rằng CD = 2OH = 2x, do đó

SABCD =
1

2
(2R+ 2x)

√
R2 − x2 = (R+ x)

√
(R− x)(R+ x).
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Suy ra
S2
ABCD = (R+ x)2(R− x)(R+ x) = (R+ x)3(R− x),

hay
3S2

ABCD = (R+ x)3(3R− 3x).

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM cho 4 số thực dương

3S2
ABCD = (R+ x)3(3R− 3x)

≤
(
(R+ x) + (R+ x) + (R+ x) + (3R− 3x)

4

)4

=

(
3R

2

)4

.

Khi đó

SABCD ≤ 9R2

4
√
3
=

9 · 1002

4
√
3

= 7500
√
3 (m2).

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi R+ x = 3R− 3x, hay x =
R

2
= 50m.

Vì vậy, diện tích lớn nhất của mảnh đất hình thang cân ABCD là 7500
√
3 m2 khi x = 50m. ■

3 Bài tập

3.1 Bài tập có hướng dẫn giải

Bài toán 1. Cho tam giác ABC cân tại B với ∠ABC = β. Gọi O là trung điểm của cạnh AC. Từ O hạ đường
vuông góc xuống cạnh AB tại K. Xét đường tròn (ω) tâm O, bán kính OK. Lấy điểm E thay đổi trên cạnh BA

sao cho
∠AOE = α (20◦ < α < 90◦).

Trên cạnh BC, lấy điểm F sao cho đường thẳng EF tiếp xúc với đường tròn (ω). Hãy tìm giá trị của α để tổng
AE + CF đạt giá trị nhỏ nhất.

Bài toán 2. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn (ω), và P là một điểm thay đổi thuộc cung BC không chứa
A của ω. Gọi H,K lần lượt là hình chiếu của A trên PB,PC.

(a) Tìm vị trí của P để độ dài đoạn thẳng HK là lớn nhất.

(b) Tìm vị trí của P để giá trị biểu thức AH · PB +AK · PC là lớn nhất.

Bài toán 3. Cho △ABC nội tiếp đường tròn (O), và D là điểm bất kỳ thuộc cung BC không chứa A và không
trùng với B,C. Gọi H, I,K theo thứ tự là chân các đường vuông góc kẻ từ D đến các đường thẳng BC,AC,AB.
Đặt

BC = a, AC = b, AB = c, DH = x, DI = y, DK = z.

(a) Chứng minh rằng
b

y
+

c

z
=

a

x
.

(b) Tìm vị trí của điểm D để tổng
a

x
+

b

y
+

c

z
đạt giá trị nhỏ nhất.

Bài toán 4. Cho tam giác ABC với BC = a, CA = b, AB = c. Xác định điểm M nằm trong tam giác ABC sao
cho biểu thức

a

x
+

b

y
+

c

z

đạt giá trị nhỏ nhất, trong đó x, y, z lần lượt là khoảng cách từ điểm M đến các cạnh BC,CA,AB.
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Bài toán 5. Cho tam giác ABC đều cạnh a. M là một điểm nằm trong tam giác. Gọi D,E, F lần lượt là hình
chiếu của M trên các cạnh BC,AC,AB.

(a) Chứng minh MD +ME +MF không đổi và tìm giá trị nhỏ nhất của MD2 +ME2 +MF 2.

(b) Tìm giá trị nhỏ nhất của BD2 + CE2 +AF 2. (Hà, n.d.) (Điển Nguyễn, 2001)

3.2 Bài tập tự luyện

Bài toán 6. Cho hình vuông ABCD có cạnh là a và bốn điểm M , N , P , Q lần lượt nằm trên các đoạn AB, BC,
CD, DA. Tìm giá trị nhỏ nhất của chu vi tứ giác MNPQ.

Bài toán 7. Cho đoạn thẳng AB, điểm M di chuyển trên đoạn thẳng ấy.Vẽ các đường tròn có đường kính MA

và MB. Xác định vị trí của điểm M để tổng diện tích của hai hình tròn có giá trị nhỏ nhất.

Bài toán 8. Cho điểm M di chuyển trên đoạn thẳng AB.Vẽ các tam giác đều AMC và BMD về một phía của
AB.Xác định vị trí của M để tổng diện tích hai tam giác đều trên là nhỏ nhất.

Bài toán 9. Cho đoạn thẳng AB có độ dài 2a.Vẽ về một phía của AB các tia Ax và By vuông góc với AB.Qua
trung điểm M của AB có hai đường thẳng thay đổi luôn vuông góc với nhauvà cắt Ax,By theo thứ tự tại C và
D.Xác định vị trí của các điểm C, D sao cho tam giác MCD có diện tích nhỏ nhất.Tính diện tích tam giác đó.

Hướng dẫn giải bài tập

Bài 1. Dễ dàng chỉ ra ∠EOF = 90◦− 1

2
β. Chú ý rằng tam giác ABC cân ⇒ ∠A = ∠C =

1

2
(180◦−β) = 90◦− 1

2
β.

Do đó ∠EOF = ∠A = ∠C, dẫn đến tam giác AEO và tam giác OEF đồng dạng.
Mặt khác, tam giác OEF và tam giác COF đồng dạng. Từ đó tam giác AEO và tam giác COF đồng dạng. Suy
ra

AE

AO
=

CO

CF
⇐⇒ AE · CF = AO · CO = const.

Áp dụng bất đẳng thức AM-GM, AE + CF ≥ 2
√
AE · CF = 2

√
AO · CO = const. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ

khi AE = CF , nghĩa là tam giác OEF cân tại O, và tam giác AEO cân tại A. Khi đó,

∠AOE = 90◦ − 1

2
∠A = 90◦ − 1

2

(
90◦ − 1

2
β

)
= 45◦ +

1

4
β.

Vậy khi ∠AOE = 45◦ +
1

4
β thì AE + CF nhỏ nhất.

Bài 2. Với ý (a), ta có △AHB ∼ △AKC ⇒ △AHK ∼ △ABC. Suy ra
HK

BC
=

AH

AB
⩽ 1. Do đó KH ≤ BC. Đẳng

thức xảy ra khi H ≡ B hay AP là đường kính. Vậy KH lớn nhất bằng BC khi AP là đường kính.
Với ý (b), ta có AH ·PB+AK ·PC = 2SAPB+2SAPC = 2SABPC = 2(SABC +SPBC). Suy ra AH ·PB+AK ·PC

lớn nhất khi và chỉ khi SPBC lớn nhất, hay P là điểm chính giữa cung BC. Vậy AH ·PB+AK ·PC lớn nhất khi
P là điểm chính giữa cung BC.

Bài 3. Với ý (a), lấy E trên BC sao cho ĈDE = ÂDB. Ta thấy ∆CDE đồng dạng với ∆ADB. Suy ra

DH

DK
=

CE

AB
⇐⇒ x

z
=

CE

c
⇐⇒ c

z
=

CE

x
.
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Tương tự ∆BDE đồng dạng với ∆ADC, suy ra

DH

DI
=

BE

AC
=⇒ x

y
=

BE

b
=⇒ b

y
=

BE

x
.

Từ đó
b

y
+

c

z
=

BE + CE

x
=

a

x
. Với ý (b), chú ý rằng từ ý (a), ta có

a

x
+

b

y
+

c

z
=

a

x
+

a

x
=

2a

x
.

Do đó S nhỏ nhất khi và chỉ khi
a

x
nhỏ nhất, hay x lớn nhất, khi và chỉ khi D ≡ M (M là điểm chính giữa của

cung BC không chứa A).

Bài 4. Gọi diện tích ∆ABC là S. Ta có ax+ by + cz = 2S không đổi. Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz,
ta có

(ax+ by + cz)

(
a

x
+

b

y
+

c

z

)
≥

(
√
ax

√
a

x
+
√

by

√
b

y
+
√
cz

√
c

z

)2

= (a+ b+ c)2.

Suy ra
(
a

x
+

b

y
+

c

z

)
≥ (a+ b+ c)2

2S
. Vậy

a

x
+

b

y
+

c

z
đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi

(
a

x
+

b

y
+

c

z

)
=

(a+ b+ c)2

2S
⇐⇒

√
ax√
a
x

=

√
by√
b
y

=

√
cz√
c
z

⇐⇒ x = y = z,

hay tam giác ABC đều.

Bài 5. Ta có SABC = SMBC + SMAC + SMAB, dẫn đến

1

2
AH ·BC =

1

2
MD ·BC +

1

2
ME ·AC +

1

2
MF ·AB

1

2
AH · a =

1

2
a(MD +ME +MF )

=⇒ MD +ME +MF = AH =
a
√
3

2
.

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz,

⇒ MD2 +ME2 +MF 2 ≥ 1

3
(MD +ME +MF )2 =

1

3
·

(
a
√
3

2

)2

=
a2

4

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi MD = ME = MF , tức là M là giao điểm 3 đường phân giác của tam giác ABC,
do tam giác ABC đều nên M cũng là trọng tâm tam giác. Vậy (MD2 +ME2 +MF 2)min = a2

4 , hoàn tất ý (a).
Với ý (b), ta chứng minh trường hợp tổng quát với ABC nhọn. Đặt BD = k,CE = m,AF = n, BC = a,AC =

b, AB = c. Ta có

x2 + y2 + z2 = (MA2 −MF 2) + (MB2 −MD2) + (MC2 −ME2)

= (MA2 −ME2) + (MB2 −MF 2) + (MC2 −MD2) = n2 + k2 +m2.

Suy ra 2(x2 + y2 + z2) = x2 + y2 + z2 + n2 + k2 +m2 = (x2 + k2) + (y2 +m2) + (z2 + n2). Sử dụng các kết quả

x2 + k2 ≥ (x+ k)2

2
=

AB2

2
=

c2

2
, y2 +m2 ≥ (y +m)2

2
=

BC2

2
=

a2

2
. z2 + n2 ≥ (z + n)2

2
=

AC2

2
=

b2

2
,

Ta thu được x2 + y2 + z2 ≥ a2 + b2 + c2

4
. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = k, y = m, z = n, hay M là giao

điểm của các đường trung trực của ∆ABC.
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4 Lời kết

Kết thúc chuyên đề “Cực trị trong hình học”, chúng ta đã cùng tiếp cận một loạt khái niệm và phương pháp nhằm
khám phá các bài toán hình học có yếu tố cực trị. Hy vọng rằng tài liệu này đã góp phần giúp bạn đọc củng cố
nền tảng kiến thức, kích thích sự sáng tạo, và chuẩn bị những công cụ cần thiết để tiếp tục khám phá sâu hơn
lĩnh vực phong phú của hình học phẳng, đặc biệt trong bối cảnh các kì thi chuyên và chọn Học sinh giỏi.
Cuối cùng, mong rằng bạn đọc sẽ không ngừng khám phá và chiêm nghiệm vẻ đẹp của hình học phẳng – một vẻ
đẹp chỉ thực sự bộc lộ qua nghiền ngẫm, tư duy, sự kiên nhẫn và sự sáng tạo. Bởi lẽ, như Euclid đã từng khẳng
định (Proclus, ca. 410-485):

“Không có con đường hoàng gia cho hình học.”
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