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Chuyén dé 2: Phuong trinh nghiém nguyén chifa an & mii

Ban Toan hoc — Té chiéc The Gifted Battlefield nhiém ky 2025-2026

Xuat ban vao Ngay 18 thang 1 nam 2026

Tém tit ndi dung

S6 hoc, khac véi dai s6 va hinh hoc, 1& mot mang thi vi v day thach thic ctia Toan hoc; n6 vita c¢d dién
(c6 tur thud so khai ctia lich st loai ngudi), vira hién dai (duge nghién ciu rong rai ngay nay). Trong pham vi
Toan Olympic, dac biét 1a trong cac ki thi tuyén sinh & céc trudng chuyen, didu tha vi 4y dugc thé hién qua céc
bai toan phuong trinh nghiém nguyén. Giai phuong trinh nghiém nguyén doi hoi sit dung cac phuong phap giai
quyét da dang, sy sang tao trong phuong phap gidi, tit d6 dan dén nhitng kham pha méi mé.

Chuyén dé nay trinh bay va tiép can mot sé6 phuong phap tieu biéu dé tim nghiém nguyén cho cac phuong
trinh c6 chita an ¢ mii. Cac phuong phap nhu xét tinh chia hét, dong du sé duge nhic dén, di kem véi viec sit
dung danh gia bat déng thitc va cac dinh If kinh dién trong S6 hoc. Cam trén tay bai viét chuyén dé nay, ban
doc hay nghién ngdm li thuyét va nghién cttu cac phuong phap mot cach tuan tiy, va hay ty gidi mot s6 bai toan
dugc viét trong day. Chuyén dé ciing c¢6 thém mot s6 bai tap gitip ban doc ty nghién ciu.
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Li thuyét va cac phuong phap giai

Dé c6 géc nhin day di hon vé chii dé, ta gidi thieu lai mot sé khai niem co ban trong 1i thuyét chia hét.

Dinh nghia 1.1

Cho hai s6 nguyén a va b, trong d6 b # 0. Ta n6i a chia hét cho b, hoac b chia hét a, hoac a la boi cia b,

hoiic b la wdc ciia a, néu ton tai s6 nguyen ¢ sao cho a = be. Ta ki higu mdi quan he nay 12 b | a.

Ngugc lai, néu b khong la u6e clia a, ta ki hi¢u bt a.

DAy di hon, ta con xét phan du. Viéc chia 1y phan du dude 1ay theo tén ctia Euclid — mot nha Toan hoc 16i
lac thoi Hi Lap ¢6 dai.

Cho céac s6 nguyén a, b v6i b # 0. Khi d6 ton tai duy nhat cic s6 nguyén ¢, r sao cho a = bq + r, véi
0<r<|b.

St ton tai duy nhat can dudc chitng minh; tuy nhién vi giéi han ctia chuyén dé nay, phan chitng minh cta
dinh 1{ tréen moi ban doc tham khéo tai Andreescu and Andrica (2009). Tt phép chia trén, quan hé gitta céc s6
du xuét hién mot cach tu nhién, va chinh quan hé ay cho ta khai niém vé su dong du.

Dinh nghia 1.2

Cho s6 nguyen duong m va cac s6 nguyen a, b. Ta néi rang a dong du b modulo m néu m | (a — b). Ki higu

cho méi quan hé nay 1a a = b (mod m). Ngugc lai, m { (a — b) khi va chi khi a £ b (mod m).

Néu khong néi gi thém, ki hicu VT 1a vé trai, va V P 1a vé phai cia bicu thitc. Ngoai ra, ki hiéu ged(a, b) 1 s6
nguyén duong 16n nhat chia hét cho ca a va b. Ta cting dén véi cac phuong phéap gidi phuong trinh nghiém nguyén

chita an & ma.

Phuong phap 1: Xét tinh chia hét, dong du

Can luu ¥ ring khong c6 mot phuong phap tong quét xét dong du don thuan nhim gidi phuong trinh nghiém
nguyéen. Tuy nhién, viéc khai thac tinh chin 18, tinh dong du modulo mot vai sé dac biét (co thé 1a liy thira ciia

mot s6 nguyen t6), va sit dung céc tinh chat ctia s6 chinh phuong t6 ra hitu dung.

B S& dung dong du dé chiing minh phudng trinh v6 nghiém

Vé ban chat, day la mot phuong phap tan dung nhitng tinh chét ctia dong du dé chi ra sy mau thuén gitta hai vé
ctia phuong trinh nghiém nguyén nhim dua ra két luan cho bai toan. Sau day 1a cac vi du dé cac ban c6 thé hinh

dung ré hon vé phuong phap nay.

Hoi ¢6 ton tai hay khong mot ciap sb6 nguyén (z,y) théa man phuong trinh 2% — 3¥ = 217

P’ LO1 crii. Gia st phuong trinh c¢6 cip nghiém nguyén (z,y). Bién ddi bidu thitc ban dau, ta c6
duge 2° = 21 — 3¥. Khi d6 2* = 21 — 3Y = 0 (mod 3). Suy ra 2* = 0 (mod 3). Ta c¢6 diéu mau thuan vi
2% =1 hodc 2 (mod 3). Vay phuong trinh nay vo nghiém. [




Nhan xét
Trén day 1a mot vi du co ban dé mdé dau vé phuong phap nay, qua viec khai thac vao tinh dong du & modulo

3 va tinh chin 18 dé suy ra dugc bai todn vo nghiem.

Tim tat cic cip s6 nguyéen (z,y) thda man phuong trinh 9% + 5 = y2.

P LO1 GcrA1. Gia st phuong trinh cé cap nghiem nguyen (z,v).
Ta c¢6 nhan xét: Mot s6 chinh phuong thi luon dong du vé6i 0,1 theo modulo 4.
Tit day, ta c6 duge y2 = 0,1 (mod 4). Xét cac trusng hop sau:

e Néu y2 = 0 (mod 4) thi két hgp véi phuong trinh ban dau, ta c6 duge 9% + 5 = 0 (mod 4). Ma
92 +5=1+1=2 (mod 4), dieu nay mau thuan.

e Néu y?> = 1 (mod 4) thi két hgp v6i phuong trinh ban dau ta c6 duge: 9° + 5 = 1 (mod 4). Ma
92 +5=1+1=2 (mod 4), dieu nay mau thuan

Cac mau thuan trén dan dén phuong trinh nay vo nghiém. |

Gii phuong trinh nghiem nguyén duong 2 an m, n: 202247 + 20234 + 2024%" + 2025%" = m? (Lay y tudng
tit de thi TS 10 - DHSP TPHCM 2015-2016)

P’ LO1 GIA1i. Ta nhan thdy riing 22 = 1,9 (mod 16) khi 2 1é va 22 = 0,4 (mod 16) khi = chin. Khi d6
24 =0 (mod 16) véi moi z 1a s6 chin va 2* =1 (mod 16) v6i moi z 18.
Theo tinh chat trén, ta c6 duge 2024*" = 2022%" = 0 (mod 16) va 2025%" = 2023%" = 1 (mod 16). Tt d6

2022" + 20231 + 20247 42025 =0+ 0+1+1=2 (mod 16).

Mit khac, m? =0,1,4,9 (mod 16). Ta c6 diéu mau thuin. Vi vay phuong trinh vo nghiem. |

Nhan xét
Vi du trén 1a mot bai toan khong khé nhung doi héi sy nhay bén trong viéc nhan xét bai todn va sy khéo
léo dé chon dugc modulo 16. Cac modulo liy thita ctia 2 nhé hon nhu 2, 4, 8 vin chua di manh dé giai

quyét bai toan; viéc chon cac modulo lity thita mot cach khéo 1éo sé gitip ta khai thac bai toan tot hon.

B S& dung dong du dé gi6i han tinh chbt cia mii

Day 1a mot phuong phap kha phd bién dé xit 1i cic bai toan vé phuong trinh nghiém nguyén c6 nghiém & mii.

Viéc gi6i han tinh chat cfia mil gitp cho ta xtt li cac van dé clia bai toan. Sau day 1a mot s6 vi du co ban dé gitp

cac ban doc hiéu vé phuong phéap giai nay.

Pham, 2014) Giai phuong trinh nghiém nguyén duong 3% — 1 = 2Y.
( , phuong g guy g

P’ LO1 cIii. Gii sit phuong trinh c6 cap nghiém nguyen (z,%). Néu y = 1 thi dé thiy ring = = 1. Do
do6 xét y > 2, khi d6 2 =0 (mod 4). T day ta thay rang 3* = 1 (mod 4).




Gia st x 14 s6 1é. Dat x = 2k + 1 v6i k € N. Khi do
1=3"=3%t =9k 3=1F(—1)= -1 (mod 4).
Diéu nay mau thuan. Do d6 x 1a s6 chin. Dat o = 2k, v6i k € N*. Thay vao phuong trinh ban dau, ta duge
3% _1=2 = (3*-1)(3"+1) =2

Ta théy riing 3 — 1 va 3% + 1 déu 1a s6 chin. Tit biéu thic trén, ton tai hai s6 nguyen duong a va b, sao cho
3F—1=2%3F4+1=2" dbng thoi 0 < a < bva a+b=y. Khi d6 dé

2 22=(3F+1)—(3*-1) < 2°(2>*-1)=2.
Via#0nen2*=2va20"%—-1=1.Suyraa=1vab=2 Vayy=a+b=3,ddindén 3* =23 +1 =09,

hay x = 2. Thit lai cAc nghiém trén vao phuong trinh ban dau ta thay déu thoa.
Vay phuong trinh ¢6 nghiém nguyén duong (z,y) = (1,1), (2, 3). [

Nhan xét

Day la mot trong nhing bai toan kinh dién ctia viec st dung dong du dé phan tich va gisi han tinh chét
clia an trong cac bai toan phuong trinh nghiém nguyen. St dung dong du, ta c6 thé gisi han tinh chat ctia
x, tit d6 lam co s6 dé thuc hien cac bude bién déi sau. Ngoai ra viéc nhan ra tinh chén 1é cua 2 dai lugng

(3% — 1), (3% +1) sau d6 dat an dé bién ddi la mot bude vo ciing quan trong dé c6 thé hoan thanh bai toan.

(Pham, 2014) Giai phuong trinh nghiém nguyén duong 3* + 4¥ = 5%

P’ LOI GIA1. Tac63” +4Y=0+1=1 (mod 3). T day két hgp véi gia thiét dé bai, ta co
5=3"+4Y=1 (mod 3).
Tuong tif nhu & Vi du 1.4, ta thu dude z 14 s6 chin. Dat 2 = 2k véi k € N*; phuong trinh ban dau tré thanh
5%k = 3% 4 ()2 —= (5% — 2¥)(5F + 2¥) = 3.
Ta thay réing (5% —2¥) — (5F 4+ 2¢) = —2¥*+1 ma —2¥*! khong chia hét cho 3 va (5F —2¥) < (5% 4-2¥) dong
thai két hop véi (5% — 2¥)(5% + 2¥) = 3% ta duge 5% — 2¥ = 1 va 5% +2¥ = 3%,

Suy ra 5% = 14+ 2Y = 3% — 2¢. Tt day dan t6i 3% — 2¥*1 = 1. Ta nhan thay ring bai toan nay tuong tiu
v6i vi du 1.4 nén véi cach giai tuong tir ta thu duge z = 2,y = 2. Thé vao phuong trinh ban dau, ta c6:
5% = 32 + 42 = 25 tit day c6 duge z = 2.

Thit lai cdc nghiém nay vao phuong trinh ban dau ta thay thoa.

Vay nghiém cta phuong trinh nay la (z,y, z) = (2,2, 2). |




Giai phuong trinh nghiém ty nhién: 3¢ + 5% = ¢2.

P LO1 GIAI. Tac63%+5°=(—1)2+1°=(-1)2+1 (mod 4). Suy ra ¢* = (—1)* + 1.

Néu a la s6 chin thi ¢ =1+ 1 = 2 (mod 4). Diéu nay la vo Iy vi mot s6 chinh phuong khong dong du 2
theo modulo 4. Do d6, a 1a s6 18. Dat a = 2k + 1 v6i k € N.

Mit khac, ¢ = 3% +5° = 0+ 2% (mod 3). Néu b 1& thi b sé c6 dang 2h + 1. Tit d6 ta suy ra dugc
=221 =4 1 1=1+1=2 (mod 3). Dicu nay vo ly, vi mot s6 chinh phuong khong dong du 2 theo
modulo 3. Do d6 b chén; dat b = 2k v6i h € N.

Thay a = 2k + 1 v& b = 2h vao phuong trinh ban dau, ta thu dugc
3 4 5% = = 3%F! = (c - B")(c + 5").
Ta xét cac truong hgp sau:
e Trudng hgp 1: k =0. Do k =0 nén 3 = (c — 5")(c + 5") ma ¢ — 5" < ¢+ 5" nen
c—5"=1 wva c+5"=3.

Trit vé theo vé cho ta 2 - 5" = 2, hay 5" = 1, ddn dén h = 0. Tt d6 ¢ = 2; thay vao phuong trinh ban
dautacé dudca=1vab=0.

e Trudng hgp 2: k > 1. Dya vao 32%+1 = (¢ — 5")(c + 5"), ta c6 cac truong hop:

o Truong hop 2.1: ¢, h, k 1a cac s6 tu nhién théa man
c—5"=1 va c+5"=3%FL

Trit vé theo vé cho ta 2-5" = 32¢.3 — 1. Dé ¥ rding 3% .3 — 1 = (—1)* -3 — 1 (mod 5). Néu k
chin thi 32*! — 1 =2 (mod 5). Néu k 1& thi 3?**! — 1 = —4 (mod 5).

Ta thdy ring véi moi k thi 3%t — 1 déu khong chia hét cho 5. R6 rang h # 0, do d6 2 - 5 luon

chia hét cho 5, mau thuan.
o Trudng hop 2.2: ¢, h, k 1& cac s6 tu nhién thoéa méan hé phuong trinh
c—5"=3" va c¢+5"=3Y,

v6i z,y € N* sao cho y > = vi & + y = 2k + 1. Trit vé theo vé cho ta 2 - 5" = 3¥ — 3%, Ta nhan
thay rang vé phai clia biéu thitc chia hét cho 3 vi vé trai ctia biéu thitc khong chia hét cho 3 do
ged(2,3) = ged(3,5) = 1. T day ta thiay duge sy mau thuén nén truong hgp nay khong ton tai.

Tht lai nghiém trén vao phuong trinh ban dau ta thay thoa.

Vay nghiém ctia phuong trinh trén 1a (a,b,c) = (1,0, 2). |

Nhan xét
MAu chét ctia bai todn nim & viéc st dung diing modulo va can than trong viéc xit Iy Iic phan chia trudng

hgp. Ngoai ra, viéc nhan biét cic tinh chat co ban ciia dong du nhu tinh chét ctia dong du 6 s6 chinh phuong.



Phudng phap 2: Sir dung danh gia bat ding thic

Phuong phap kep va danh gia 1a cach ta dung dé ép gia tri ctia mot biéu thic chita liiy thita vé mot khoang rat
hep, sao cho chi con vai gia tri nguyen c6 thé xay ra tit dé kiém tra truc tiép dé tim nghiém ciia bai hoiic ching

minh vo nghiém.

Tim tat ci cac sb nguyén x sao cho 4% = 23 + 3

P’ LO1 GIA1i. Néuz < 0 thi 4% € (0,1), hay vé trai khong la s6 nguyen; trong khi vé phai 1a s6 nguyen.

Diéu nay cho ta mau thuan. Vay x > 0.
Lan lugt thit z = 0, 1,2, ta nhan thay chi c6 « = 1 thod man dé bai. Ta sé chitng minh ring 4% > 3 + 3, véi
moi x > 2 (*). D& thay 42 > 23 + 3. Gia sit ménh dé ding véi s6 nguyen duong k > 2. Khi dé

4R — 44k > 4. (K3 4+ 3) = 4K3 +12.

Chi ¢ ring 4k3 +12 — ((k+1)3+3) =4k3+ 12— (K3 +3k2 +3k +1+3) =3k - (k2 —k—1) +8.
D& thay k% — k — 1 > 0, v6i moi k > 2. Thanh thit, 4k3 + 12 > (k 4+ 1)3 + 3. Theo nguyen li quy nap, ménh
dé (*) dung v6i moi x > 2. Vi vay, phuong trinh nay chi ¢c6 nghiem duy nhat 1a = = 1. |

Giai phuong trinh nghiem nguyen duong n* 4 2n3 + 2n2 +n 4+ 7 = m2.

A LI1 GIAi. Tacod

nf 4203+ 202 +n+7=(n2+n)2+n2+n+7> (n®+n)?

) 1\* 27 .
don“+n+7= n+§ +Z>0.Tacungco

nt 23+ 4n+7=m2+n+22%-3n2-3n+3<(n®+n+2)7?

1\%? 5
<n+> —]<Ob61n21.Khidé

do —-3n2—-3n+3=-3 5 1

(n+n)?<n*+20° +2n2 +n+7< (n®+n+2)>%

Ma n* + 2n3 + 2n2 + n + 7 = m? 1a s6 chinh phuong nén n* + 2n® +2n%2 +n + 7 = (n? + n + 1)?, tuong
duong n? + n — 6 = 0. Giai phuong trinh bac hai, két hgp n € ZT ta duge n = 2. Suy ra m = 7.
Thit lai, ta duge (m,n) = (7,2) 1a cap nghiém nguyén duong duy nhat théa man phuong trinh. |

Nhan xét
O vi du tren, ta da st dung tinh chat sau: V6i a va b la cac s6 nguyen duong, néu da thic f(n) la mot s6
chinh phuong thdéa méan

(n—a)® < f(n) < (n+b)?

thi f(n) = (n+1i)%, trong d6i € {—a+1,—a+2....,b—2,b— 1}. Tuong ty, ta ciing thiy ring giita hai s6
chinh phuong lién tiép, khong ton tai mot s6 chinh phuong nao.



Phuong phap 3: S&r dung dinh i Fermat nho

Dinh Iy Fermat nhé 1a mot két qua quan trong trong ly thuyét s6, gitp xac dinh tinh nguyén t6 ctia mot s6 va
dugc ing dung rong rai trong tin hoc, dic biet 1a trong bdo mat trirc tuyén nhu thuat toan RSA. Pierre de Fermat
phét hién ra dinh 1§ nay vao ndm 1679 nhung khong chitng minh, sau d6 Leonhard Euler da chitng minh vao ndm

1736. Trong phan nay, ta sé gidi thieu dinh 1y, chitng minh dinh 1y vA néu mot sb ting dung ctia né.

(Fermat nho)

Cho s6 nguyén t6 p va s6 nguyén a khong chia hét cho p. Khi do6

plaPt =1 hay a”'=1 (mod p).

Chiéng minh. Xét tap hop S = {1,2,3,...,p — 1}, trong d6 p 1a s6 nguyen t6, va tap hop
T ={la,2a,3a,...,(p— 1)a}.

Gia st ton tai m,n € S sao cho ma = na (mod p). Vi a khong chia hét cho p nén ged(a,p) = 1. Khi d6, phuong
trinh dong du tuong duong m = n (mod p), suy ram =n do 1 < m,n < p— 1. Do d6, cac phan t1t thuoc tap T,

sau khi xét phan du modulo p, 13 mot hoan vi cia cac phan tit thuoc tap S. T do

1-2.3-...-(p—1)=la-2a-3a-...-(p—1)a (mod p).
Nhan thay rang p 1a sd nguyén t6 va cac s6 1, 2, ..., p — 1 déu khong chia hét cho p. Do d6 phuong trinh dong
du trén tuong duong a?~! =1 (mod p). Day chinh 14 dinh 1y Fermat nhé. (Gauss, 1801) [ |

Ta thuong ding dinh 1y nay dé gidm b6t cac trusng hop can xét khi xét sé du, hodic dé tim ra tinh chat dic
biét ciia cac bai toan. (Ngo, 2019; Van, 2016)

Chitng minh ring phuong trinh n® + 5 = 7k khong c¢6 nghiém nguyén n véi moi sé nguyen k.

P L1 cIhi. Néun =0 (mod 7) thin8 +5=5 (mod 7), suy ra 7k =5 (mod 7) (vo li), Mit khéc, néu
n # 0 (mod 7) thi theo dinh ly Fermat nhd, ta co:

nl=1 (mod7) < n®+5=6 (mod7) < 7k=6 (mod 7)

Ta c6 dieu vo li. Thanh thi, phuong trinh di cho khong c6 nghiém nguyén n v6i moi sé6 nguyen k. |

Nhan xét
Nhin chung, day 14 mot bai toan véi ¥ tudng xét dong du kha co ban. Nhung véi viec ap dung dinh 1y nho

Fermat, ta da rat ngan dugc sd truong hop can xét va giai bai toan mot cach ngan gon hon.

Vi du 1.10

Giai phuong trinh nghiém nguyén duong 21" + 109 = 117 véi p 1a sd nguyeén to.

P’ LO1 GIA1. Taco 11P = 21" +109 = 0+ 19 = 1 (mod 3). Ma 117 = (—1)? (mod 3). Tir day suy ra
(—1)?» =1 (mod 3). Suy ra p phai 1a s6 chdn ma p 1a s6 nguyén t6 nén p = 2. Véi p = 2, ta xét cac truong
hgp sau:




e Truong hop 1: » = 1. Thé vao phuong trinh ban dau, ta c6 duge: 109 = 100 tir day ta gidi duge ¢ = 2.

e Truong hgp 2: » = 2. Thé vao phuong trinh ban dau, ta cé duge: 212 + 107 = 112 suy ra 109 = —320,
loai vi 10% 1a s6 nguyén duong. Vay trudng hop nay khong xay ra.

e Truong hgp 3: » > 2. Khi 7 > 2 thi ta thay rang VT ctia biéu thitc luon 16n hon 212 hay 16n hon VP
la 112. Vay truong hop nay khong ton tai.

Vay phuong trinh ¢6 nghiem (p,q,r) 1a (2,2,1). |

Bai tap

Sau day la mot s6 bai tap van dung véi huéng dan giai dé cac ban doc c6 thé nim thém va hiéu ré hon vé cac

phuong phép giai, dong thai la cac bai tap tu luyén dé luyen tap thém vé dang bai nay.

Bai tap c6 huéng dan giai

Bai toan 1. Giéi phuong trinh nghiém ty nhién 3% = 10z — 3.
Bai toan 2. Ching minh ring phuong trinh 20 + 3'0 = 2023 khong c6 nghiem nguyen z, y.
Bai toan 3. Giai phuong trinh nghiém nguyén duwong x! + 2¥ = 37.

Bai toan 4. (Tesi¢, 2024) Tim tat cd bo 3 s6 nguyen duong (z,y, z) théda man 20207 + 2¥ = 2024%.

Bai tap tu luyén

Bai todn 1. Tim tat c cac cap s6 nguyén duong (z,y) thod 2% + 3¥ = 13.

Bai toan 2. Tim tat ci sb6 nguyen x thod 3% = z2 + 5.

Bai toan 3. Tim nghiém nguyeén duong z,y ciia phuong trinh z* 4 223 + 322 + 22 + 5 = ¢%.

Bai toan 4. Tim tat ci cac s6 nguyén tb p, ¢ v s6 nguyén duong n thda man (p + ¢)? + 3p + ¢ = n>.
Bai toan 5. Tim tat ca cac cap s6 nguyen (z,y) thda man 2% = 3¥ (mod 5).

Bai toan 6. Tim tat cd nghiém nguyén x ciia phuong trinh 7% + 3% = 10Y.

Bai toan 7. Tim tat c& s6 nguyen duong n sao cho 3" =7 (mod 13).

Bai todn 8. Tim tat ci cac s6 nguyén duong x,y sao cho 2% = 5Y (mod 7).

Bai toan 9. Chiing minh rang phuong trinh 2!? 4+ 3 = 13y khong c6 nghiém nguyén = véi moi y nguyen.



Huéng dan gidi bai tap
Bai 1. D& nhan thay ring z = 3 1a gia tri dung. Ta xét cac gia tri z = 0,1, 2,4 déu khong thoéa gia thiét dé bai.
Xét x > 4. Dén day, dé dang chiing minh 3% > 10x — 3 v6i moi x > 4, dan dén S = 3.

Bai 2. Ta xét dong du theo modulo 11. Véi s6 nguyén n bat ki, néun # 0 (mod 11) thi theo dinh 1y Fermat nhd,
n1=n%=1 (mod 11).

Do dé 219 + 49 =0,1,2 (mod 11). Ma 2023 = 10 (mod 11) nén phuong trinh da cho vo nghiém nguyen.
Vay ta c6 diéu phai chitng minh.

Bai 3. Ta xét cac truong hgp sau:

e Truong hop 1: = 1. Phuong trinh ban dau trd thanh: 3% — 2¥ = 1. Day la bai todn vi du 1.4 nén ta st
dung két qua bai toan d6 dé c6 dude (y, z) = (1,1) va (y, 2) = (3,2).

e Truong hop 2: x = 2. Phuong trinh tré thanh: 2+ 2¢¥ = 3%, Ta dé y tinh chin/1é clia 2 vé vA nhan thay ring
VT ciia biéu thitc luon chin va VP ciia biéu thiic luon 18 nén trudng hop nay khong xay ra.

e Truong hop 3: x > 3. Bién doi biéu thiic dé bai tré thanh: 2¢¥ = 37 — z!.
Do z > 3 nén z! lic nay sé chia hét cho 3. Tit d6 ta thay rang VP ciia biéu thic trén luoén chia hét cho 3
nhung VT = 2Y = (—1)¥ luon khong chia hét cho 3 véi moi y. Nén truong hgp nay khong x4y ra.

Vay nghiém ciia phuong trinh trén la: (z,y, 2) = (1,1,1); (1, 3, 2).

Bai 4. Xét phuong trinh theo modulo 3, ta duge 1+ 2Y = 2. Néu y = 1 (mod 2) thi 1 +2Y =0 (mod 2), vo li.
Do d6 y =0 (mod 2) va z =1 (mod 2). Dt y = 2k. Phuong trinh tré thanh

2020% + 4% = 2024 «— 22%.505% 4 2%k = 237 . 2537, (3.1)

Gi4 sit  # k. Khi d6 2m{2%2k} | VT(3.1); nhung ta nhan thiy ring 2 {25:2k}+1 4 v (3.1).
N6i cach khac, néu ta dat VT(3.1) = 27252k} . 4 thi A 14 s6 1&. Tix d6

gmin{2z;2k} _ 93z
= min{2x; 2k} = 3z.
A = 2537

Suy ra 2|z volido z=1 (mod 2). Vi vay = k. Phuong trinh tré thanh

2020° + 4% = 20247 = 22%. (505% + 1) = 2%% . 253°. (3.2)

Ta thay ring 2 | 505 + 1 nhung 4 1 505% + 1. Do d6, VT(3.2) = 22¢+1. 5051 ygj 50541 13 56 18. Tt d6

22m+1 — 232
= 2z +1 =3z
505% +1 = 2-253%

Suy ra z =1 (mod 3). Bat x = 3t + 1. Khi d6 z = 2t + 1. Thay vao phuong trinh 505% + 1 = 2 - 253%:

5053 11 = 2. 2532+, (3.3)



Xét t > 1. Khi d6
VT(3.3) = 5053+ 41 > 5053+ = (505%)" - 505 > (5062)" - 253 > 253% 1. 2 = VP(3.3).

Do d6 v6i moi ¢ > 1 thi phuong trinh vo6 nghiém. Véi t = 0, ta thu dugec x = z = 1 va y = 2o = 2. Thi lai véi céc
nghiém trén, phuong trinh théa man. Vay (z,y,z2) = (1,2,1).

I i i

Qua chuyén dé, ta da ciing tim hiéu cac phuong phap giai phuong trinh nghiém nguyén véi an ¢ mii. D6 1a sy két

hop ciia nhitng ¥ tudng don so va cau tric S6 hoc hét sic tinh vi. Hay khong ngitng kham pha vé dep tinh té cua

cac phuong trinh nghiém nguyén va S6 hoc néi chung, nhu Kronecker da titng néi:

“CHUA TAO RA SO NGUYEN, TAT CA NHUNG VIEC CON LAI LA CUA CON NGUOL.”
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