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Định lý Euler 

Định lý Wilson
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Định lý Euler 



Định lý Fermat nhỏ*

Cho số nguyên tố 𝑝. Khi đó, với mọi số nguyên dương 𝑎 sao 

cho (𝑎, 𝑝) = 1 thì

𝑎𝑝−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Hàm phi (𝜑) Euler

Hàm phi Euler của số nguyên dương 𝑛 là số các số nguyên 

dương 𝑚 không vượt quá 𝑛 sao cho 𝑚, 𝑛 = 1. 

Các tính chất:

Nếu 𝑝 là số nguyên tố thì 𝜑 𝑝 = 𝑝 − 1.

Nếu 𝑝 là số nguyên tố thì 𝜑 𝑝𝑘 = 𝑝𝑘−1(𝑝 − 1)

Nếu 𝑛 = 𝑝1
𝛼1 . 𝑝2

𝛼2 …𝑝𝑘
𝛼𝑘 thì

𝜑 𝑛 = 𝑛 1 −
1

𝑝1
. 1 −

1

𝑝2
… 1 −

1

𝑝𝑘
Nếu 𝑎, 𝑏 = 1 thì 𝜑 𝑎𝑏 = 𝜑 𝑎 . 𝜑(𝑏) (Hàm phi Euler là một 

hàm nhân tính)

Định lý Euler*

Nếu 𝑎,𝑚 = 1 thì 𝑎𝜑 𝑚 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑚).

Định lý Wilson*

Số nguyên dương 𝑝 là số nguyên tố

⇔ 𝑝− 1 ! ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

*Chứng minh trong phần tiếp theo!
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Hệ thặng dư

6



Hệ thặng dư đầy đủ mod n

Tập hợp các số nguyên A= {𝑎1; 𝑎2; … ; 𝑎𝑛} được gọi là hệ thặng dư 

đầy đủ mod 𝑛 khi và chỉ khi hai số bất kì trong tập hợp không 

đồng dư nhau theo mod 𝑛, hay tập số dư 𝑟𝑖 của 𝑎𝑖 khi chia cho 𝑛
trùng với tập {0; 1;… ; 𝑛 – 1}.

Nhận xét:

✓ Nếu 𝐴 = 𝑎1; 𝑎2; … ; 𝑎𝑛 là một hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛 thì với 

mọi số nguyên 𝑚 thì tồn tại duy nhất 𝑎𝑖 ∈ 𝐴 để 𝑎𝑖 ≡ 𝑚 (𝑚𝑜𝑑 𝑛).

✓ Với mọi số nguyên 𝑎, 𝑘 thỏa (𝑘, 𝑛) = 1 thì 𝐴′ = {𝑎 + 𝑘𝑎1, 𝑎 +
𝑘𝑎2, … , 𝑎 + 𝑘𝑎𝑛} cũng là một hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛. Trong các 

bài toán về hệ thặng dư, ta thường sử dụng tính chất này để phát 

hiện/xây dựng một hệ thặng dư đầy đủ.

Chứng minh:

Giả sử tồn tại 𝑖 ≠ 𝑗 thỏa 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 và 𝑎 + 𝑘𝑎𝑖 ≡ 𝑎 +
𝑘𝑎𝑗 (𝑚𝑜𝑑 𝑛). Khi đó ta có 𝑘𝑎𝑖 ≡ 𝑘𝑎𝑗 𝑚𝑜𝑑 𝑛 ⇔ 𝑎𝑖 ≡

𝑎𝑗 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) (vì 𝑘, 𝑛 = 1) vô lý do 𝑎𝑖 ≢ 𝑎𝑗 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)).

Mà 𝐴′ có 𝑛 phần tử nên 𝐴′ là một hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛.
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Hệ thặng dư thu gọn mod n

Tập hợp 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝜑 𝑛 } được gọi là một hệ thặng dư thu 

gọn mod 𝑛 khi và chỉ khi 𝑏𝑖 , 𝑛 = 1, 𝑖 = 1, φ(n) và hai phần tử 

bất kì trong tập hợp không đồng dư nhau theo mod 𝑛.

Nhận xét:

✓ Nếu 𝐵 = 𝑏1; 𝑏2; … ; 𝑏𝜑(𝑛) là một hệ thặng dư thu gọn mod 𝑛 và 𝑐 là 

số nguyên sao cho 𝑐, 𝑛 = 1 thì tập 𝐵′ = 𝑐𝑏1; 𝑐𝑏2; … ; 𝑐𝑏𝜑(𝑛) cũng là 

một hệ thặng dư thu gọn mod 𝑛.

Chứng minh:

Giả sử tồn tại 𝑖 ≠ 𝑗 thỏa 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝜑(𝑛) thỏa 𝑐𝑏𝑖 ≡ 𝑐𝑏𝑗(𝑚𝑜𝑑 𝑛). 

Khi đó ta có 𝑏𝑖 ≡ 𝑏𝑗 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) (vì (𝑐, 𝑛) = 1) (vô lý do 𝑏𝑖 ≢

𝑏𝑗 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)).

Mà 𝐵′ có 𝜑(𝑛) phần tử ⇒ 𝐵′ là một hệ thặng dư thu gọn mod 𝑛.

✓ Cho số nguyên dương 𝑛. Tập hợp {1; 2; … ; 𝑛 − 1} là một hệ thặng dư 

thu gọn mod 𝑛 khi và chỉ khi 𝑛 là số nguyên tố hoặc 𝑛 = 1.

Chứng minh:

Khi 𝑛 = 1, bài toán hiển nhiên.

Xét 𝑛 ≥ 2.

+) Nếu 𝑛 là số nguyên tố thì với mọi 𝑖 = 1, 𝑛 − 1, ta có: (𝑖, 𝑛) = 1.

⇒ Tập hợp {1,2, … , 𝑛 − 1} là một hệ thặng dư thu gọn mod 𝑛.

+) Nếu tập {1,2, … , 𝑛 − 1} là một hệ thặng dư thu gọn mod 𝑛. 

⇒ 𝑛 không chia hết cho bất cứ số nào khác 1 nhỏ hơn nó. 

⇒ 𝑛 là số nguyên tố.

✓ 𝐵 = 𝜑(𝑛)
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Bổ đề 1

Cho hai số nguyên dương 𝑎, 𝑛 thỏa mãn 𝑎, 𝑛 = 1. Khi đó, tồn tại 

duy nhất số nguyên 𝑘 theo mod 𝑛 sao cho 𝑎𝑘 ≡ 1.

Chứng minh:

Gọi 𝑆 = 𝑎1; 𝑎2; … ; 𝑎𝑙 là một hệ thặng dư thu gọn mod 𝑛.

⇒ Tập hợp {𝑎𝑎1; 𝑎𝑎2; … ; 𝑎𝑎𝑙} cũng là một hệ thặng dư thu gọn 

mod 𝑛
Do đó, tồn tại số nguyên 𝑖 sao cho 𝑎𝑎𝑖 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑛 .

Từ ý tưởng trên, ta có thể chứng mình được các định 

lý ở mục I bao gồm định lý Wilson, định lý Fermat 

nhỏ và định lý Euler (chứng minh ở trang sau).

Bổ đề 2

Cho hai số nguyên dương 𝑎, 𝑏; 𝑎, 𝑛 = 𝑏, 𝑛 = 1 thỏa mãn

൝
𝑎𝑚 ≡ 𝑏𝑚 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)

𝑎𝑙 ≡ 𝑏𝑙 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)
⇒ 𝑎(𝑚,𝑙) ≡ 𝑏 𝑚,𝑙 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)

Bổ đề này là một kết quả cơ bản của phần cấp của một số nên xin 

phép chỉ đề cập đến đây và không chứng mình.
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Định lý Wilson
 Chiều đảo:

Nếu 𝑝 − 1 ! ≡ −1 𝑚𝑜𝑑 𝑝 thì hiển nhiên ta có 𝑝 là số nguyên tố

 Chiều thuận: Ta chỉ xét 𝑝 ≥ 5.

Với mỗi số nguyên dương 𝑘 ≤ 𝑝 − 1, tồn tại duy nhất số nguyên 

dương 𝑙 ≤ 𝑝 − 𝑙 sao cho 𝑘𝑙 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝 .

Hơn nữa, nếu 𝑘 ≠ 1 và 𝑘 ≠ 𝑝 − 1 thì 𝑘 ≠ 𝑙.
Nghĩa là các số 2, 3, … , 𝑝 − 2 có thể chia thành các cặp rời nhau, tích 

của mỗi cặp đều đồng dư 1 mod 𝑝.

Vậy, 𝑝 − 1 ! ≡ 1. 𝑝 − 1 . 1
𝑝−3

2 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝).

Định lý Fermat nhỏ
Xét tập hợp 𝑎; 2𝑎; … ; 𝑝 − 1 𝑎 là một hệ thặng dư thu gọn mod 𝑝 do 

𝑎, 𝑝 = 1. Vì 1; 2; … ; 𝑝 − 1 cũng là một hệ thặng dư thu gọn nên

𝑎. 2𝑎 … 𝑝 − 1 𝑎 ≡ 1.2… 𝑝 − 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝
Hay ta có

𝑎𝑝−1 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝

Định lý Euler
Xét tập hợp S = 𝑎1; 𝑎2; … ; 𝑎𝑘 là một hệ thặng dư thu gọn nhỏ nhất mod 

𝑛 (nghĩa là các phần tử trong hệ thặng dư đó đều bé hơn hoặc bằng 𝑛). 

Khi đó, {𝑎𝑎1; 𝑎𝑎2; … ; 𝑎𝑎𝑘} cũng là một hệ thặng dư thu gọn mod 𝑛.

⇒ 𝑎𝜑 𝑛 . 𝑎1. 𝑎2…𝑎𝑘 ≡ 𝑎1. 𝑎2…𝑎𝑘 𝑚𝑜𝑑 𝑛

⇒ 𝑎𝜑 𝑛 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑛

Chứng minh các định lý
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Ghi chú 1: Để xử lý các bài toán chia hết, ta có thể làm xuất hiện hệ 

thặng dư đầy đủ mod 𝑛. Khi đó, nếu 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛} là một hệ thặng 

dư đầy đủ mod 𝑛 thì:

i. 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 ≡ 0 + 1 +⋯+ 𝑛 ≡
𝑛 𝑛−1

2
(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

ii. 𝐴 có một phần tử chia hết cho 𝑛 (có thể sử dụng khi cần chứng minh 

tồn tại một số chia hết cho 𝑛).

Ví dụ 1: Tìm tất cả số nguyên dương 𝑛 để tồn tại hai hệ thặng dư đầy đủ 

theo mod 𝑛 là (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) và (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) sao cho (𝑎1+ 𝑏1, 𝑎2+
𝑏2, … , 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) cũng là hệ thặng dư đầy đủ.

Ví dụ 2 (Poland 2010): Cho 𝑝 là số nguyên tố lẻ có dạng 3𝑘 + 2. Chứng 

minh rằng:

ෑ

𝑘=1

𝑝−1

(𝑘2 + 𝑘 + 1) ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 𝑝) (∗)

Ví dụ 1: Do (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) và (𝑎1+ 𝑏1, 𝑎2+ 𝑏2, … , 𝑎𝑛 +
𝑏𝑛) là hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛 nên:



𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖 ≡ 

𝑖=1

𝑛

𝑏𝑖 ≡

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 ≡

𝑖=1

𝑛

𝑖 ≡ 2

𝑖=1

𝑛

𝑖 ≡ 𝑛 𝑛 − 1 ≡
𝑛 𝑛 − 1

2

≡ 0 𝑚𝑜𝑑 𝑛

Suy ra 
𝑛(𝑛−1)

2
⋮ 𝑛 tức là 𝑛 − 1 chia hết cho 2 và 𝑛 lẻ.

Với 𝑛 lẻ, ta xét hai bộ hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛 là (1, 2, … , 𝑛).

Khi đó, bộ (1 + 1, 2 + 2,… , 𝑛 + 𝑛) cũng là một hệ thặng dư đầy đủ mod 

𝑛.

Vậy 𝑛 lẻ thỏa yêu cầu bài toán.
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Ví dụ 2:

Sử dụng định lý Wilson ta có :

𝑝 − 1 ! ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) (#)
Ta chứng mình {23 − 1; 33 − 1;… ; 𝑝3 − 1} là hệ thặng dư rút gọn 

mod 𝑝 (với 𝑝 có dạng 3𝑘 + 2)

Nhận thấy hệ trên có 𝑝 − 1 phần tử, vì vậy nếu hai phần tử bất kỳ 

không đồng dư nhau theo mod 𝑝 thì đây là một hệ thặng dư thu gọn 

mod 𝑝.

Giả sử tồn tại 𝑥, 𝑦 nguyên dương phân biệt trong {1; 2; … ; 𝑝 − 1} thoả 

mãn :

𝑥3 ≡ 𝑦3 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) (1)
Sử dụng bổ đề 2 kết hợp với 𝑥𝑝−1 ≡ 𝑦𝑝−1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) và (𝑝– 1, 3) =
1 ⇒ 𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑝).
Mà 𝑥, 𝑦 thuộc {1,2, … , 𝑝 − 1} ⇒ 𝑥– 𝑦 = 0 (vô lý). Vậy điều giả sử 

sai.

Nhân (∗) và (#) với nhau ta chứng minh:

3(p − 1).ෑ

𝑘=2

𝑝−1

(𝑘3 − 1) ≡ −3(𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Do p − 1 ≡ p3 − 1 (mod p)
Đồng nghĩa :

VT ≡ 3(p − 1)! ≡ −3 (mod p)
Như vậy (∗) đúng.
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Bài tập VD1.
Bài 1: Tìm số nguyên dương 𝑛 sao cho tồn tại 3 hệ thặng dư đầy đủ 

mod 𝑛 là 𝐴, 𝐵, 𝐶 thỏa 𝐴 + 𝐵, 𝐵 + 𝐶, 𝐶 + 𝐴, 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 đều là các 

hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛, trong đó 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑛}, 𝑌 =
{𝑦1, 𝑦2… , 𝑦𝑛} thì 𝑋 + 𝑌 = {𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛}.
Bài 2: Chứng minh rằng 1𝑛, 2𝑛, 3𝑛, . . . , (𝑝 − 1)𝑛 là một hệ thặng 

dư thu gọn mod 𝑝 với (𝑛, 𝑝 − 1) = 1 và 𝑝 là số nguyên tố.

Bài 3: Cho 𝑝 là số nguyên tố lẻ. Chứng minh:

1! .2!. . . (𝑝 − 1)! ≡ (−1)
𝑝2−1
8 .

𝑝 − 1

2
! (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Bài 4: Cho 𝑝 là một số nguyên tố lẻ. Xét đa thức 𝑃 𝑥 =
𝑝 − 1 𝑥𝑝 − 𝑥 − 1. Chứng minh rằng tồn tại vô số số nguyên 𝑎 sao 

cho 𝑝𝑝 | 𝑃(𝑎).
Bài 5: Cho 𝑝 là số nguyên tố dạng 3𝑘 + 2. Xét hàm số

𝑓 𝑥 = 3𝑥
2𝑝 − 1

3 + 3𝑥
𝑝 + 1
3 + 𝑥 + 1

Kí hiệu 𝑓𝑖 𝑥 = 𝑓(𝑓 … 𝑥 … (i lần f ). Chứng minh (1 +

ς𝑖=1
𝑝−1

𝑓𝑖(0)) ⋮ 𝑝

Bài 6: Cho số nguyên tố 𝑝 lẻ, ta gọi 1 bộ gồm 𝑝 số (a1, a2, . . . , ap)

là một bộ tốt nếu thỏa mãn cả ba điều kiện sau:

i. 0 ≤ ai ≤ p − 1 ∀ i ∈ {1,2, . . . , p − 1}

ii. p ∤ σi=1
p

ai
iii. p | σi=1

p
ai
2

Đếm tất cả số bộ tốt theo p.
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Ghi chú 2: Để tính tổng trong một số bài toán Số học, ta thường 

làm xuất hiện hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛 (không âm nhỏ nhất). Khi đó, các 

số hạng trong hệ thặng dư đó là một hoán vị của {0; 1; … ; 𝑛 − 1}.

Ví dụ 3: Tính tổng sau:

𝑆 =
𝑚

𝑛
+

2𝑚

𝑛
+⋯+

𝑚𝑛

𝑛

Đặt 𝑑 = (𝑚, 𝑛), 𝑚 = 𝑝𝑑, 𝑛 = 𝑞𝑑 ⇒ (𝑝, 𝑞) = 1.

Lúc này 

𝑆 =
𝑝

𝑞
+

2𝑝

𝑞
+ ⋯+

𝑑𝑞𝑝

𝑞
= 

𝑖=0

𝑑−1



𝑗=1

𝑞

( [(𝑖𝑞 + 𝑗)
𝑝

𝑞
])

= 

𝑖=0

𝑑−1



𝑗=1

𝑞

𝑖 +
𝑝𝑗

𝑞
= 

𝑖=0

𝑑−1

𝑞𝑖 +

𝑖=0

𝑑−1



𝑗=1

𝑞
𝑝𝑗

𝑞
=
𝑞𝑑 𝑑 − 1

2
+ 𝑑𝑇

Với 𝑇 = σ𝑗=1
𝑞

([𝑝𝑗/𝑞])

Nhận xét: Với (𝑝, 𝑞) = 1 thì {𝑝𝑗; 𝑗 ∈ 1,2, … , 𝑞 } là hệ thặng dư đầy đủ 

mod 𝑞, do đó tập hợp các số là phần lẻ của các số 
𝑝𝑗

𝑞
trùng với tập 

1

𝑞
;
2

𝑞
; … ; 0 .

Do đó 𝑇 = σ𝑗=1
𝑞 𝑝𝑗

𝑞
− σ𝑗=0

𝑞−1 𝑗

𝑞
=

𝑝 𝑞+1

2
−

𝑞−1

2

Vậy 𝑆 =
𝑞𝑑 𝑑−1

2
+

𝑑𝑝 𝑞+1

2
−

𝑑 𝑞−1

2
. Thay 𝑑 = (𝑚, 𝑛), 𝑝 =

𝑚

(𝑚,𝑛)
, 𝑞 =

𝑛

𝑚,𝑛
ta có đáp số.

Nhận xét: Bài toán gốc (tính 𝑆) là mở rộng cho bài toán phụ (tính 𝑇) khi 

không có giả thiết (𝑚, 𝑛) = 1. Để có thể sử dụng tính chất của hệ thặng dư 

đầy đủ (thuận tiện cho việc tính tổng) thì ta đặt thêm 𝑑 = (𝑚, 𝑛) để đưa về 

bài toán tính 𝑇, từ đó có các bước như trên.
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Bài tập VD2.
Bài 1: Cho 𝑚,𝑛 nguyên dương sao cho 𝑚, 𝑛 = 1 và 𝑚 chẵn. Tính 

tổng sau:

𝑆 = 

𝑘=1

𝑛−1

−1
𝑚𝑘
𝑛 .

𝑚𝑘

𝑛

Bài 2: Cho 𝑎 ∈ ℝ, 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ∗ thoả (𝑘, 𝑛) = 1. Giả sử 𝑥 là số nguyên 

lớn nhất nhỏ hơn 𝑥. Chứng minh rằng:

𝑎 + 𝑎 +
𝑘

𝑛
+ 𝑎 +

2𝑘

𝑛
+⋯+ 𝑎 +

(𝑛 − 1)𝑘

𝑛

= 𝑛𝑎 +
(𝑛 − 1)(𝑘 − 1)

2

Bài tập tổng hợp.
Bài 1: Tìm số dư của phép chia 𝑇 = ς𝑥=1

37 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4

khi chia cho 37. 

Bài 2: Cho đa thức 𝑃(𝑥) hệ số nguyên thỏa  𝑃 𝑥1 , 𝑃 𝑥2 , … , 𝑃(𝑥𝑛)
không chia hết cho 𝑛 với 𝑛 ∈ ℕ∗ và {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} là hệ thặng dư đầy 

đủ mod 𝑛. Khi đó 𝑃(𝑥) có nghiệm nguyên không?

Bài 3: Xét n = 20192020 số nguyên dương phân biệt và 𝑆 là tập hợp 

tất cả các tổng của từng cặp hai số trong chúng. Hỏi số dư của các số 

trong 𝑆 khi chia cho 
𝑛(𝑛 − 1)

2
có thể đôi một phân biệt nhau hay không?

Bài 4: Cho dãy số (𝑢𝑛) có 𝑢0 = 𝑎 (𝑎 ∈ ℕ∗), 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛−1 + 𝑢 𝑛

𝑘

với 𝑛 ∈

ℕ∗, 𝑘 ∈ ℕ∗ là hằng số. Giả sử tồn tại 𝑥 ∈ ℕ∗ thoả 𝑢𝑥 , 𝑢𝑥+1, … , 𝑢𝑥+𝑘
chia 𝑘2 + 𝑘 + 1 có cùng số dư và 𝑘2 + 𝑘 + 1 là số nguyên tố, chứng 

minh có vô số số 𝑥 ∈ ℕ∗ thoả 𝑢𝑥 , 𝑢𝑥+1, … , 𝑢𝑥+𝑘 chia 𝑘2 + 𝑘 + 1 có 

cùng số dư. ( 𝑎 : phần nguyên của 𝑎).
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Bài tập tổng hợp (tt).
Bài 5: Cho 𝑛 ∈ 𝑁∗. Tồn tại hoán vị {𝑎1; 𝑎2 ; … ; 𝑎𝑛} của {1 ; 2 ; … ; 𝑛}
sao cho {𝑎1 + 1; 𝑎2 + 2;… ; 𝑎𝑛+𝑛} là hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛. 

Chứng minh rằng 𝑛 lẻ.

Bài 6: Cho 2 hệ thặng dư đầy đủ theo mod 𝑛: 𝐴 = {𝑎1; 𝑎2 ; … ; 𝑎𝑛} và 

𝐵 = {𝑏1; 𝑏2 ; … ; 𝑏𝑛}. Chứng minh rằng nếu 𝑛 chẵn thì tập 𝐶 = {𝑎1+
𝑏1 ; 𝑎2+ 𝑏2 ; … ; 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛} không là hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛.

Bài 7 (IMO 2005): Cho 1 dãy các số nguyên 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 thỏa mãn 2
điều kiện:

a) 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 là 1 hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛 với 𝑛 ≥ 1.

b) Có vô số số hạng dương và vô số số hạn âm xuất hiện trong dãy.

Chứng minh rằng mỗi số nguyên xuất hiện đúng 1 lần trong dãy.

Bài 8 (Balkan 1999): Cho số nguyên tố 𝑝 > 2 thoả 𝑝 chia 3 dư 2. 

Chứng minh tập hợp 𝐴 = 𝑦2– 𝑥3– 1 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍
+
, 𝑥 < 𝑝, 𝑦 < 𝑝} có nhiều 

nhất 𝑝– 1 phần tử chia hết cho 𝑝.

Bài 9: Cho đa thức 𝑃(𝑥) = 𝑥3− 11𝑥2− 87𝑥 +𝑚. Chứng minh rằng 

với mọi số nguyên 𝑚, tồn tại số nguyên 𝑛 sao cho 𝑃(𝑛) chia hết cho 

191.

Bài 10: Gọi 𝑎, 𝑏, 𝑐 là các số nguyên dương sao cho 
a2 + b2 + c2

ab + bc + ca
là 1 số 

nguyên. Chứng minh số này không bao giờ là bội của 3.

Bài 11: Cho số nguyên tố 𝑝 > 3 và 𝑚,𝑛 là 2 số nguyên tố cùng nhau 

thỏa mãn 
m

n
= σi=1

p−1 1

i2
. Chứng minh rằng 𝑚 chia hết cho 𝑝.

Bài 12: Cho số nguyên tố 𝑝 > 3. Chứng minh rằng số dư của phép chia 

ς𝑗=1
𝑝

𝑗2 + 1 cho 𝑝 chỉ có thể là 0 hoặc 4.
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Lời giải
tham khảo
của nhóm
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Bài 1: Tìm số nguyên dương 𝑛 sao cho tồn tại 3 hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛
là 𝐴, 𝐵, 𝐶 thỏa 𝐴 + 𝐵, 𝐵 + 𝐶, 𝐶 + 𝐴, 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 đều là các hệ thặng dư 

đầy đủ mod 𝑛, trong đó 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑛}, 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2… , 𝑦𝑛} thì 𝑋 + 𝑌 =
{𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛}.

Đặt 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛}, 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛}, 𝐶 = {𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛}, 𝑠 =
𝑛 𝑛+1

2
.

Khi đó: do 𝐴, 𝐴 + 𝐵 là các hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛 nên:



𝑖=1

𝑛

(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖) ≡

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖 ≡

𝑖=1

𝑛

𝑖 ≡ 𝑠 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)

⇒ 𝑠 ≡

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 ≡ 2𝑠 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)

⇒ 𝑛 ≡ 𝑠 =
𝑛 𝑛 + 1

2
⇒ 2 ∤ 𝑛

Đặt 𝑝 =
𝑛 𝑛+1 2𝑛+1

6
= σ𝑖=1

𝑛 𝑖2, do 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐴 + 𝐵, 𝐵 + 𝐶, 𝐶 + 𝐴, 𝐴 +

𝐵 + 𝐶 đều là các hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛 nên ta có:

4𝑝 ≡

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑖
2 + 𝑎𝑖

2 + 𝑏𝑖
2 + 𝑐𝑖

2

≡

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)
2 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑖

2 + (𝑎𝑖 + 𝑐𝑖
2 ≡ 3𝑝 𝑚𝑜𝑑 𝑛

⇒ 𝑛 | 𝑝 =
𝑛 𝑛 + 1 2𝑛 + 1

6
⇒ 3 ∤ 𝑛

Vậy 𝑛, 6 = 1.

Với 𝑛, 6 = 1: ta xét 𝐴 = 𝐵 = 𝐶 = {1,2, … , 𝑛} thỏa yêu cầu bài toán.
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Bài 2: Chứng minh rằng 1𝑛, 2𝑛, 3𝑛, . . . , (𝑝 − 1)𝑛 là một hệ thặng dư thu 

gọn mod 𝑝 với (𝑛, 𝑝 − 1) = 1 và 𝑝 là số nguyên tố.

Để chứng minh yêu cầu bài toán, ta chỉ cần chứng minh:

Với hai số 𝑖, 𝑗 bất kì (𝑖 ≠ 𝑗 và 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, . . . , 𝑝 − 1}) thì 𝑖𝑛 ≢ 𝑗𝑛 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Giả sử tồn tại 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑝 − 1} và 𝑖 ≠ 𝑗 sao cho 𝑖𝑛 ≡ 𝑗𝑛 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) (1)

Do 𝑝 là số nguyên tố và 𝑗 ≠ 0 nên tồn tại 𝑘 sao cho 𝑗𝑘 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Nhân 𝑘𝑛 vào 2 vế của (1) ta được (𝑖𝑘)𝑛≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Do 𝑖 ≢ 𝑗 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) nên 𝑖𝑘 ≢ 𝑗𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Suy ra 𝑖𝑘 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) (2)

Mà ta có ൝
(𝑖𝑘)𝑛≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

(𝑖𝑘)𝑝−1≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Suy ra (𝑖𝑘)(𝑛,𝑝−1)≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Mà (𝑛, 𝑝 − 1) = 1 nên 𝑖𝑘 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) (mâu thuẫn với (2))

Nên ta có điều giả sử là sai.

Vậy với hai số 𝑖, 𝑗 bất kì (𝑖 ≠ 𝑗 và 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, . . . , 𝑝 − 1}) thì 𝑖𝑛 ≢
𝑗𝑛 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Nói cách khác, 1𝑛, 2𝑛 , 3𝑛, . . . , (𝑝 − 1)𝑛 là một hệ thặng dư thu gọn 

modulo 𝑝.
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Bài 3: Cho 𝑝 là số nguyên tố lẻ. Chứng minh:

1! .2!. . . (𝑝 − 1)! ≡ (−1)
𝑝2−1
8 .

𝑝 − 1

2
! (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Ta có
(𝑝 − 1)! ≡ (𝑝 − 1)! ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

1! (𝑝 − 2)! ≡ −(𝑝 − 1)(𝑝 − 2)! ≡ (−1)1(𝑝 − 1)! ≡ (−1)2 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

2! (𝑝 − 3)! ≡ − 𝑝 − 1 − 𝑝 − 2 𝑝 − 3 ! ≡ (−1)2(𝑝 − 1)! ≡ (−1)3 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)
. . .

𝑝 − 3

2
!
𝑝 + 1

2
! ≡ (−1)

𝑝−1
2

⇒ 1! .2!. . . (𝑝 − 1)!

= (𝑝 − 1)! [1! (𝑝 − 2)!][2! (𝑝 − 3)!]. . .
𝑝 − 3

2
!
𝑝 + 1

2
!

𝑝 − 1

2
!

≡ (−1)1. (−1)2. . . (−1)
𝑝−1
2 .

𝑝 − 1

2
! ≡ (−1)

𝑝−1
2

𝑝−1
2

+1

2 .
𝑝 − 1

2
!

≡ (−1)
𝑝2−1
8 .

𝑝 − 1

2
! (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Nhận xét: Đây là một ví dụ điển hình cho việc sử dụng phương pháp nhóm 

các nhân tử để lấy đồng dư và kết hợp với định lý Wilson.
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Bài 4: Cho 𝑝 là một số nguyên tố lẻ. Xét đa thức 𝑃 𝑥 = 𝑝 − 1 𝑥𝑝 − 𝑥 −
1. Chứng minh rằng tồn tại vô số số nguyên 𝑎 sao cho 𝑝𝑝 | 𝑃(𝑎).

Đặt 𝐴 = {𝑃 1 , 𝑃 2 ,… , 𝑃 𝑝𝑝 }. 

Ta chứng minh 𝐴 là một hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑝𝑝.

Giả sử tồn tại 2 số nguyên dương phân biệt 𝑎, 𝑏 ∈ 1, 𝑝𝑝 sao cho 

𝑝𝑝 | 𝑃(𝑎) − 𝑃(𝑏)

⇒ 𝑝𝑝 | [ 𝑝 − 1 𝑎𝑝 − 𝑎 − 1] − [ 𝑝 − 1 𝑏𝑝 − 𝑏 − 1]

⇒ 𝑝𝑝 | (𝑝 − 1)(𝑎𝑝 − 𝑏𝑝) − (𝑎 − 𝑏) (∗)

Mà 𝑎𝑝 ≡ 𝑎, 𝑏𝑝 ≡ 𝑏 (mod 𝑝) nên 𝑝 | (𝑝 − 1 − 1)(𝑎 − 𝑏) ⇒ 𝑝 | 𝑎 − 𝑏

⇒ 𝑎𝑖𝑏𝑝−1−𝑖 ≡ 𝑎𝑝−1 (mod 𝑝) với mọi 𝑖 ∈ 0, 𝑝 − 1

⇒ 𝑎𝑝−1 + 𝑎𝑝−2𝑏 + ⋯+ 𝑏𝑝−1 ≡ 𝑝𝑎𝑝−1 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 𝑝 ∗∗

Mà từ ∗ ta có:

𝑝𝑝 | (𝑎 − 𝑏)[(𝑝 − 1)(𝑎𝑝−1 + 𝑎𝑝−2𝑏 + ⋯+ 𝑏𝑝−1) − 1]

Rõ ràng 𝑎, 𝑏 ∈ 1, 𝑝𝑝 mà 𝑎 ≠ 𝑏 nên 𝑝𝑝 ∤ 𝑎 − 𝑏

⇒ 𝑝 | [(𝑝 − 1)(𝑎𝑝−1 + 𝑎𝑝−2𝑏 + ⋯+ 𝑏𝑝−1) − 1]

Điều này vô lý do ∗∗ . 

Vậy 𝐴 là một hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑝𝑝 nên tồn tại số nguyên 𝑎 sao cho 

𝑝𝑝 | 𝑃(𝑎), chọn 𝑥 ≡ 𝑎 (mod 𝑝𝑝) thì 𝑝𝑝 | 𝑃(𝑥). Vậy có vô số số 𝑥 thỏa.
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Bài 5: Cho 𝑝 là số nguyên tố dạng 3𝑘 + 2. Xét hàm số

𝑓 𝑥 = 3𝑥
2𝑝 − 1

3 + 3𝑥
𝑝 + 1
3 + 𝑥 + 1

Kí hiệu 𝑓𝑖 𝑥 = 𝑓(𝑓 … 𝑥 … (i lần f ). Chứng minh (1 + ς𝑖=1
𝑝−1

𝑓𝑖(0)) ⋮ 𝑝

Cho a ∈ 𝑍. Ta có:

𝑓 𝑎3 = 3𝑎2𝑝−1 + 3𝑎𝑝+1 + 𝑎3 + 1 ≡ 3𝑎 + 3𝑎2 + 𝑎3 + 1
≡ 𝑎 + 1 3 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

(do  𝑎2𝑝−1 = 𝑎𝑝. 𝑎𝑝−1 ≡ 𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝑝 ; 𝑎𝑝+1 ≡ 𝑎2 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) (định lý nhỏ 

Fermat)

⇒ 𝑓 0 ≡ 13 𝑚𝑜𝑑 𝑝 ; 𝑓 𝑓 0 ≡ 𝑓 13 ≡ 23 𝑚𝑜𝑑 𝑝 ;

𝑓 𝑓 𝑓 0 ≡ 𝑓 23 ≡ 33 𝑚𝑜𝑑 𝑝 ;… (1)

Xét hệ thặng dư {13 ; 23 ; … ; 𝑝 − 1 3} (có 𝑝 − 1 phần tử)

Từ bổ đề, ta suy ra hệ thặng dư {13 ; 23 ; … ; 𝑝 − 1 3} là hệ thặng dư thu 

gọn mod p.

(1) ⇒ {𝑓 0 ; 𝑓2 0 ;… ; 𝑓𝑝−1 0 } là hệ thặng dư thu gọn mod 𝑝

⇒ 1 + ς𝑖=1
𝑝−1

𝑓𝑖 0 ⋮ 𝑝 (định lý Wilson)
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Bài 6: Cho số nguyên tố 𝑝 lẻ, ta gọi 1 bộ gồm 𝑝 số (a1, a2, . . . , ap) là một 

bộ tốt nếu thỏa mãn cả ba điều kiện sau:

i. 0 ≤ ai ≤ p − 1 ∀ i ∈ {1,2, . . . , p − 1}

ii. p ∤ σi=1
p

ai
iii. p | σi=1

p
ai
2

Đếm tất cả số bộ tốt theo p.

Trước hết, ta gọi 𝑆 là tập hợp các bộ 𝐵 = 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑝 sao cho 𝑝 ∤

σ𝑖=1
𝑝

𝑏𝑖, ta đếm số bộ của 𝑆.

Ta thấy mỗi số từ 𝑏1 đến 𝑏𝑝−1 có đúng 𝑝 cách chọn và ta cần chọn số 𝑏𝑝
sao cho 𝑏𝑝 ≢ −σ𝑖=1

𝑝−1
𝑏𝑖 (𝑚𝑜𝑑 𝑝), dễ thấy có đúng 𝑝 − 1 cách chọn 𝑏𝑝

thỏa mãn điều kiện trên.

Vậy có đúng 𝑝𝑝−1(𝑝 − 1) cách chọn các bộ 𝐵 thỏa điều kiện (𝑖) và (𝑖𝑖)
hay |𝑆| = 𝑝𝑝−1(𝑝 − 1)

Với mỗi bộ 𝐵, ta định nghĩa 𝑆𝐵 = {𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, . . . , 𝐵𝑝} là 1 lớp tương đương 

của 𝐵.

Với 𝐵𝑖 = (𝑏𝑖1 , 𝑏𝑖2 , . . . , 𝑏𝑖𝑝) trong đó 𝑏𝑖𝑗 ≡ 𝑏𝑗 − 𝑏1 + 𝑖 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) (𝑖, 𝑗 ∈

{1,2… , 𝑝})

Ta có σ𝑗=1
𝑝

𝑏𝑖𝑗 ≡ σ𝑖=1
𝑝

𝑏𝑖 + 𝑝𝑖 − 𝑝𝑏1 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝).

Vậy ta dễ thấy 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, . . . , 𝐵𝑝 ∈ 𝑆

Ta có phần tử đầu tiên của Bi là i nên các bộ này là các bộ phân biệt

Để ý thấy 𝐵 = 𝐵𝑏1 nên 𝐵 cũng sẽ thuộc 𝑆𝐵
Bây giờ ta chứng minh 2 điều: 

1. Mỗi phần tử của 𝑆 thuộc đúng 1 lớp tương đương.

2. Trong mỗi lớp tương đương có đúng 1 phần tử thỏa mãn (𝑖𝑖𝑖).
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❑ Chứng minh điều 1:

Giả sử 𝐴 ∈ 𝑆𝐶 , 𝑆𝐷 , 𝐶 ≠ 𝐷 ta chứng minh 𝑆𝐶 = 𝑆𝐷.

Tồn tại 𝑘, 𝑞 sao cho ቊ
𝑎𝑖 ≡ 𝑐𝑖 − 𝑐1 + 𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)
𝑎𝑖 ≡ 𝑑𝑖 − 𝑑1 + 𝑞 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

với mọi 𝑖 ∈ {1,2, . . . p}

(trong đó 𝐴 = 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑝 , 𝐶 = 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑝 , 𝐷 = 𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑝 )

Không mất tính tổng quát, ta giả sử 𝑞 ≥ 𝑘

Vậy ta có

𝑐𝑖 − 𝑐1 + 𝑘 ≡ 𝑑𝑖 − 𝑑1 + 𝑞 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) với mọi i ∈ {1,2, . . . p}

⇔ 𝑐𝑖 ≡ 𝑑𝑖 − 𝑑1 + (𝑞 − 𝑘 + 𝑐1) (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Vậy 𝐶 sẽ là phần tử thứ 𝑞 − 𝑘 + 𝑐1 của 𝑆𝐷, vậy nên mọi phần tử của 𝑆𝐶 sẽ 

thuộc 𝑆𝐷, mà

|𝑆𝐶| = |𝑆𝐷| = 𝑝 từ đó ta có 𝑆𝐶 = 𝑆𝐷.

❑ Chứng minh điều 2:

Với mỗi 𝐵𝑖 ∈ 𝑆𝐵, ta đặt 𝑛𝑖 = 𝑖 − 𝑏1, khi đó ta có 𝐵𝑖 = (𝑏1 + 𝑛𝑖 , 𝑏2 +
𝑛𝑖 , . . . , 𝑏𝑝 + 𝑛𝑖)

Ta đặt 𝑘 = σ𝑖=1
𝑝

𝑏𝑖 , 𝑞 = σ𝑖=1
𝑝

𝑏𝑖
2

Ta có (𝑏1 + 𝑛𝑖)
2+(𝑏2 + 𝑛𝑖)

2+. . . +(𝑏𝑝 + 𝑛𝑖)
2= 𝑞 + 2𝑛𝑖 . 𝑘 + 𝑝. 𝑛𝑖

2 ≡ 𝑞 +

2𝑛𝑖 . 𝑘 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Do {1, 2, . . . , p} một hệ thặng dư đầy đủ mod p nên ta có {1 − 𝑏1, 2 −
𝑏1, . . . , 𝑝 − 𝑏1} = {𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑝} cũng là một hệ đầy đủ mod p. 

Lại có 2 𝑘 = 2σ𝑖=1
𝑝

𝑏𝑖 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)nên (2𝑘, 𝑝) = 1 vậy 

{2𝑘𝑛1, 2𝑘𝑛2, . . . , 2𝑘𝑛𝑝} cũng là một hệ thặng dư đầy đủ mod p. 

Khi đó tồn tại duy nhất 1 số trong các số trong tập trên có số dư là p - q, 

hay tồn tại duy nhất x sao cho 

(𝑏1 + 𝑛𝑥)
2+(𝑏2 + 𝑛𝑥)

2+. . . +(𝑏𝑝 + 𝑛𝑥)
2≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Vậy trong mỗi lớp tương đương có duy nhất 1 bộ số thỏa yêu cầu bài toán.
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⇒ Từ 2 điều vừa chứng minh, kết hợp với việc tập S là hợp của tất cả các 

lớp tương đương, ta có số bộ số thỏa mãn yêu cầu bài toán là

𝑝𝑝−1(𝑝 − 1)

𝑝
= 𝑝𝑝−2(𝑝 − 1)

Nhận xét:

• Bài toán tuy không có kỹ thuật quá nặng nhưng lại yêu cầu sự tư duy ở

mức độ cao, việc đặt ra định nghĩa cho tập S và các lớp tương đương là

rất sáng tạo, đòi hỏi nhiều sự nhạy bén và kinh nghiệm.

• Trong bài toán trên, ta đã gián tiếp chứng minh một bổ đề khá quan

trọng và được sử dụng nhiều: cho a,n là 2 số nguyên dương sao cho

(𝑎, 𝑛) = 1 thì tồn tại duy nhất b (mod n) sao cho 𝑎𝑏 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛).

Bài 1: Cho 𝑚,𝑛 nguyên dương sao cho 𝑚, 𝑛 = 1 và 𝑚 chẵn. Tính tổng 

sau:

𝑆 = 

𝑘=1

𝑛−1

−1
𝑚𝑘
𝑛 .

𝑚𝑘

𝑛

Đặt 𝑟𝑘 = 𝑚𝑘 − 𝑛.
𝑚𝑘

𝑛
với mọi 𝑘 ∈ 1, 𝑛 − 1. ⇒

𝑚𝑘

𝑛
=

𝑟𝑘

𝑛

Rõ ràng 𝐴 = {𝑚𝑘 | 𝑘 ∈ 0, 𝑛 − 1 } là hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛. (do 

𝑚,𝑛 = 1)

⇒
𝑟𝑘
𝑛
| 𝑘 ∈ 1, 𝑛 − 1 =

𝑚𝑘

𝑛
| 𝑘 ∈ 1, 𝑛 − 1 =

𝑘

𝑛
| 𝑘 ∈ 1, 𝑛 − 1

Mà 2 | 𝑚, 2 ∤ 𝑛 nên 𝑟𝑘 = 𝑚𝑘 − 𝑛.
𝑚𝑘

𝑛
≡

𝑚𝑘

𝑛
(mod 2)

Vậy:

𝑆 = 

𝑘=1

𝑛−1

−1
𝑚𝑘
𝑛 .

𝑚𝑘

𝑛
= 

𝑘=1

𝑛−1

−1 𝑟𝑘 .
𝑟𝑘
𝑛
= 

𝑘=1

𝑛−1

−1 𝑘 .
𝑘

𝑛
=

𝑛 − 1

2𝑛
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Bài 2: Cho 𝑎 ∈ ℝ, 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ∗ thoả (𝑘, 𝑛) = 1. Giả sử 𝑥 là số nguyên lớn 

nhất nhỏ hơn 𝑥. Chứng minh rằng:

𝑎 + 𝑎 +
𝑘

𝑛
+ 𝑎 +

2𝑘

𝑛
+⋯+ 𝑎 +

(𝑛 − 1)𝑘

𝑛

= 𝑛𝑎 +
(𝑛 − 1)(𝑘 − 1)

2

Ta kí hiệu 𝑥 = x − 𝑥 . Gọi 𝑏 = 𝑎 , ta có:

𝑉𝑇 = 𝑛𝑎 +
𝑘(𝑛 − 1)

2
– 𝑎 – 𝑎 +

𝑘

𝑛
– 𝑎 +

2𝑘

𝑛
– … – 𝑎 +

(𝑛 − 1)𝑘

𝑛

Mà {0; 𝑘; 2𝑘; … ; (𝑛 – 1)𝑘} là hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛 (Do 

gcd(𝑘 ; 𝑛) = 1)

⇒ 𝑉𝑇

= 𝑛𝑎 +
𝑘(𝑛 − 1)

2
− 𝑏 − 𝑏 +

1

𝑛
− 𝑏 +

2

𝑛
− ⋯− 𝑏 +

(𝑛 − 1)

𝑛

= 𝑛𝑎 +
𝑘(𝑛 − 1)

2
− 𝑛𝑏 −

𝑛 − 1

2
+ 𝑏 + 𝑏 +

1

𝑛
+ 𝑏 +

2

𝑛
+ ⋯

+ 𝑏 +
(𝑛 − 1)

𝑛

Trong nửa khoảng [0 ; 𝑛𝑏) có 𝑛𝑏 số dạng 𝑛𝑏 − 𝑦 𝑦 ∈ 𝑁∗, 𝑦 ≤ 𝑛
⇒ Trong nửa khoảng [𝑛 ; 𝑛𝑏 + 𝑛) có 𝑛𝑏 số dạng 𝑛𝑏 + 𝑛 − 𝑦

⇒ Trong nửa khoảng [1 ; 𝑏 + 1) có 𝑛𝑏 số dạng 𝑏 +
𝑛 − 𝑦

𝑛
.

Mà 𝑏 = 𝑎 ⇒ 0 ≤ 𝑏 < 1 ⇒ Trong 𝑛 số 𝑏 , 𝑏 +
1

𝑛
, 𝑏 +

2

𝑛
, …, 

𝑏 +
(𝑛 − 1)

𝑛
có 𝑛𝑏 số có giá trị bằng 1, 𝑛 − 𝑛𝑏 số có giá trị bằng 0.

⇒ ⌊𝑏⌋ + 𝑏 +
1

𝑛
+ 𝑏 +

2

𝑛
+⋯+ 𝑏 +

𝑛 − 1

𝑛
= 𝑛𝑏 .

⇒ 𝑉𝑇 = 𝑛𝑎 – 𝑛𝑏 +
(𝑘 − 1)(𝑛 − 1)

2
+ 𝑛𝑏 = 𝑛𝑎 − 𝑛𝑏 +

(𝑘 − 1)(𝑛 − 1)

2
= 𝑛𝑎 − 𝑛𝑎 +

(𝑘 − 1)(𝑛 − 1)

2
= 𝑛𝑎 +

(𝑛 − 1)(𝑘 − 1)

2
=

𝑉𝑃. (điều phải chứng minh)
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Bài 1: Tìm số dư của phép chia 𝑇 = ς𝑥=1
37 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 khi 

chia cho 37. 

Ta chứng minh: nếu 𝑎5 ≡ 𝑏5 (𝑚𝑜𝑑 37) thì 𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 37 .

Theo định lí Fermat nhỏ thì a36 ≡ 𝑏36 𝑚𝑜𝑑 37 .

Mà 𝑎5 ≡ 𝑏5 (𝑚𝑜𝑑 37) ⇒ 𝑎35 ≡ 𝑏35 (𝑚𝑜𝑑 37), vậy 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 37).

Do đó, các số trong tập {25 – 1, 35 – 1, … , 365 – 1} là hệ thu gọn mod 37.

Áp dụng Wilson:

ෑ
𝑥=2

37

𝑥5 − 1 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 37)

⇔ෑ
𝑥=2

37

𝑥 − 1 .ෑ
𝑥=2

37

1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 37)

Mà cũng theo wilson thì

ෑ
𝑥=2

37

𝑥 − 1 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 37)

Nên

ෑ
𝑥=2

37

1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 37)

Nhân thêm biểu thức khi 𝑥=1 vào, ta có 𝑇5 (𝑚𝑜𝑑 37).

Nhận xét: Đánh giá đầu bài còn có thể phát biểu dưới dạng tổng quát : 

Cho p là số nguyên tố có dạng m.k + 2. Khi đó am ≡ bm ( mod p) thì a ≡
𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑝 .  Cách chứng minh kết quả này hoàn toàn tương tự.
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Bài 2: Cho đa thức 𝑃(𝑥) hệ số nguyên thỏa  𝑃 𝑥1 , 𝑃 𝑥2 , … , 𝑃(𝑥𝑛)
không chia hết cho 𝑛 với 𝑛 ∈ ℕ∗ và {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} là hệ thặng dư đầy đủ 

mod 𝑛. Khi đó 𝑃(𝑥) có nghiệm nguyên không?

Giả sử 𝑃(𝑥) có nghiệm nguyên (gọi là 𝑎 ∈ ℤ)

Theo định lý Bézout, khi đó 𝑃 𝑥 = 𝑥 − 𝑎 . 𝑄(𝑥)

Mặt khác, vì {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} là hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛 nên ∃𝑖 thỏa 𝑥𝑖 ≡
𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝑛 ( 1 < 𝑖 < 𝑛 )

⇒ 𝑃(𝑥𝑖) ⋮ 𝑛 (Vô lý do 𝑃 𝑥1 , 𝑃 𝑥2 , … , 𝑃(𝑥𝑛) không chia hết cho 𝑛 với 

𝑛 ∈ ℕ∗)

Vậy đa thức 𝑃(𝑥) không có nghiệm nguyên.

Bài 3: Xét n = 20192020 số nguyên dương phân biệt và 𝑆 là tập hợp tất 

cả các tổng của từng cặp hai số trong chúng. Hỏi số dư của các số trong 𝑆

khi chia cho 
𝑛(𝑛 − 1)

2
có thể đôi một phân biệt nhau hay không?

Giả sử trong các số ban đầu, có 𝑎 số chẵn, 𝑏 số lẻ với 𝑎 + 𝑏 = 𝑛. Khi đó, 

việc tính tổng các số trong 𝑛 số đó sẽ sinh ra: 𝑎𝑏 số lẻ và 
𝑛(𝑛 − 1)

2
− 𝑎𝑏 =

𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎 − 𝑏

2
số chẵn.

Vì 4|𝑛 nên 
𝑛(𝑛 − 1)

2
là số chẵn, để có được hệ đầy đủ như đề bài thì:

𝑎𝑏 =
𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎 − 𝑏

2
⇔ 𝑎 − 𝑏 2 = 𝑎 + 𝑏 = 𝑛

Dễ thấy n không là số chính phương vì n chia hết 5 mà không chia hết 25 

nên từ đây suy ra điều kiện trên không thoả. 
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Bài 4: Cho dãy số (𝑢𝑛) có 𝑢0 = 𝑎 (𝑎 ∈ ℕ∗), 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛−1 + 𝑢 𝑛

𝑘

với 𝑛 ∈

ℕ∗, 𝑘 ∈ ℕ∗ là hằng số. Giả sử tồn tại 𝑥 ∈ ℕ∗ thoả 𝑢𝑥 , 𝑢𝑥+1, … , 𝑢𝑥+𝑘 chia

𝑘2 + 𝑘 + 1 có cùng số dư và 𝑘2 + 𝑘 + 1 là số nguyên tố, chứng minh có 

vô số số 𝑥 ∈ ℕ∗ thoả 𝑢𝑥 , 𝑢𝑥+1, … , 𝑢𝑥+𝑘 chia 𝑘2 + 𝑘 + 1 có cùng số dư. 

( 𝑎 : phần nguyên của 𝑎).

Giả sử tồn tại 𝑥 ∈ ℕ∗ là số lớn nhất thoả 𝑢𝑥 , 𝑢𝑥+1, … , 𝑢𝑥+𝑘 chia 𝑘2 + 𝑘 + 1 có 

cùng số dư 𝑟 (𝑟 ∈ ℕ∗, 0 ≤ 𝑟 < 𝑘2+ 𝑘 + 1).

⇒ 𝑢𝑘𝑥−1 ≡ 𝑢𝑘𝑥−1 𝑚𝑜𝑑 𝑘2 + 𝑘 + 1 ;

𝑢𝑘𝑥 ≡ 𝑢𝑘𝑥−1 + 𝑢𝑥 ≡ 𝑢𝑘𝑥−1 + 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑘2 + 𝑘 + 1);

𝑢𝑘𝑥+1 ≡ 𝑢𝑘𝑥 + 𝑢𝑥 ≡ 𝑢𝑘𝑥−1 + 2𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑘2 + 𝑘 + 1);

...;

𝑢𝑘𝑥+𝑘 ≡ 𝑢𝑘𝑥+𝑘−1 + 𝑢𝑥+1 ≡ 𝑢𝑘𝑥−1 + (𝑘 + 1)𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑘2 + 𝑘 + 1);

...;

𝑢𝑘𝑥+𝑘2+𝑘−1 ≡ 𝑢𝑘𝑥+𝑘2−𝑘−2 + 𝑢𝑥+𝑘 ≡ 𝑢𝑘𝑥−1 + 𝑘2 + 1 𝑟 𝑚𝑜𝑑 𝑘2 + 𝑘 + 1 .

Nếu 𝑟 = 0 ⇒ 𝑢𝑘𝑥−1, 𝑢𝑘𝑥 , … , 𝑢𝑘𝑥+𝑘2+𝑘−1 chia 𝑘2 + 𝑘 + 1 có cùng số dư. (trái 

giả thiết)

Nếu 𝑟 > 0 ⇒ 𝑢𝑘𝑥−1, 𝑢𝑘𝑥 , … , 𝑢𝑘𝑥+𝑘2+𝑘−1 là một hệ thặng dư đầy đủ mod 

𝑘2 + 𝑘 + 1. (do gcd(𝑟; 𝑘2 + 𝑘 + 1) = 1)

⇒ Tồn tại 𝑚 ∈ {−1; 0; … ; 𝑘2 + 𝑘 – 1} thoả 𝑢𝑘𝑥+𝑘 ⋮ 𝑘
2 + 𝑘 + 1.

⇒ 𝑢𝑘2𝑥+𝑘𝑚 = 𝑢𝑘2𝑥+𝑘𝑚−1 + 𝑢𝑘𝑥+𝑚 ≡ 𝑢𝑘2𝑥+𝑘𝑚−1 (𝑚𝑜𝑑 𝑘
2 + 𝑘 + 1);

𝑢𝑘2𝑥+𝑘𝑚+1 = 𝑢𝑘2𝑥+𝑘𝑚 + 𝑢𝑘𝑥+𝑚 ≡ 𝑢𝑘2𝑥+𝑘𝑚 (𝑚𝑜𝑑 𝑘2+ 𝑘 + 1);

...;

𝑢𝑘2𝑥+𝑘𝑚+𝑘−1 = 𝑢𝑘2𝑥+𝑘𝑚+𝑘−2 + 𝑢𝑘𝑥+𝑚 ≡ 𝑢𝑘2𝑥+𝑘𝑚+𝑘−2 (𝑚𝑜𝑑 𝑘
2 + 𝑘 + 1); 

Đặt 𝑦 = 𝑘2𝑥 + 𝑘𝑚 − 1 ⇒ 𝑦 ∈ ℕ∗, 𝑦 > 𝑥 và 𝑢𝑦, 𝑢𝑦+1, … , 𝑢𝑦+𝑘 chia 𝑘2+ 𝑘 +

1 có cùng số dư. (trái giả thiết)
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Bài 5: Cho 𝑛 ∈ 𝑁∗. Tồn tại hoán vị {𝑎1; 𝑎2 ; … ; 𝑎𝑛} của {1 ; 2 ; … ; 𝑛}
sao cho {𝑎1 + 1; 𝑎2 + 2;… ; 𝑎𝑛+𝑛} là hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛. 

Chứng minh rằng 𝑛 lẻ.

Ta có:

𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 =
𝑛 𝑛 + 1

2
⇒ 𝑎1 + 1 + 𝑎2 + 2 +⋯+ 𝑎𝑛 + 𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1)

Mặt khác, do {𝑎1 + 1; 𝑎2 + 2;… ; 𝑎𝑛 + 𝑛} là hệ thặng dư đầy đủ mod 

𝑛 nên 𝑎1 + 1 + 𝑎2 + 2 +⋯+ 𝑎𝑛 + 𝑛 ≡
𝑛 𝑛 + 1

2
(𝑚𝑜𝑑 𝑛) (1)

(1) ⇒
𝑛 𝑛 + 1

2
⋮ 𝑛 ⇒ 𝑛 là số lẻ.
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Bài 6: Cho 2 hệ thặng dư đầy đủ theo mod 𝑛: 𝐴 = {𝑎1; 𝑎2 ; … ; 𝑎𝑛} và 𝐵 =
{𝑏1; 𝑏2 ; … ; 𝑏𝑛}. Chứng minh rằng nếu 𝑛 chẵn thì tập 𝐶 = {𝑎1+ 𝑏1 ; 𝑎2 +
𝑏2 ; … ; 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛} không là hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛.

Xét 1 tập 𝑋 bất kỳ gồm 𝑛 phần tử 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 là 1 hệ thặng dư đầy đủ theo 

mod 𝑛.

Khi đó, vì {0; 1; 2; … ; 𝑛 − 1} cũng là hệ thặng dư đầy đủ theo mod 𝑛, 

nên:



𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 ≡ 

𝑗=0

𝑛−1

𝑗 =
𝑛 𝑛 − 1

2
(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

Nếu 𝑛 chẵn, đặt 𝑛 = 2𝑘, 𝑘 ∈ ℕ∗, khi đó

n(n − 1)

2
= 𝑘. 2𝑘 − 1 ≢ 0 𝑚𝑜𝑑 2𝑘 (1)

Vì 𝐴 = {𝑎1; 𝑎2; … ; 𝑎𝑛} và 𝐵 = {𝑏1; 𝑏2; … ; 𝑏𝑛} là 2 hệ thặng dư đầy đủ 

theo mod 𝑛, nên: σ𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖 ≡ σ𝑖=1

𝑛 𝑏𝑖 ≡
𝑛(𝑛 − 1)

2
(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

Giả sử 𝐶 = {𝑎1+ 𝑏1; 𝑎2+ 𝑏2; … ; 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛} là hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛

với 𝑛 chẵn, ta có: σ𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖 + σ𝑖=1

𝑛 𝑏𝑖 ≢ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) (theo (1)).

Nhưng σ𝑖=1
𝑛 𝑎𝑖 + σ𝑖=1

𝑛 𝑏𝑖 ≡ 2.
𝑛 𝑛 − 1

2
= 𝑛(𝑛 − 1) ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) (vô lí), 

vậy điều giả sử là sai, suy ra điều phải chứng minh.

Nhận xét: Với những bài toán về hệ thặng dư có giả thiết mang tính “mơ 

hồ” như vậy, việc tìm những yếu tố bất biến là điều quan trọng giúp ta có 

cơ sở để suy luận.
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Bài 7 (IMO 2005): Cho 1 dãy các số nguyên 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 thỏa mãn 2 điều 

kiện:

a) 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 là 1 hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛 với 𝑛 ≥ 1.

b) Có vô số số hạng dương và vô số số hạn âm xuất hiện trong dãy.

Chứng minh rằng mỗi số nguyên xuất hiện đúng 1 lần trong dãy.

Ta sẽ đưa về chứng minh là mọi dãy 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 là các số nguyên liên 

tiếp với mọi 𝑛 ≥ 1.

Ta sẽ chứng minh điều này bằng quy nạp.

Với 𝑛 = 1, điều trên là hiển nhiên.

Với bước quy nạp, ta giả sử dãy 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 là các số nguyên liên tiếp tức 

là 𝑎𝑖 , 𝑎𝑖 + 1,… , 𝑎𝑖 + 𝑛 − 1 = 𝑎𝑗 với 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛.

⇒ Rõ ràng 𝑎𝑛+1 không thể là 1 trong các số của 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 (vì ngược lại 

thì 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛+1 không là hệ thặng dư đầy đủ mod 𝑛 + 1).

+ Nếu 𝑎𝑛+1 > 𝑎𝑖 + 𝑛: Khi đó ta đặt 𝑁 = 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑖 ≥ 𝑛 + 1.

Khi đó do 𝑎𝑛+1 ≡ 𝑎𝑖 (𝑚𝑜𝑑 𝑁) nên 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑁 không phải là 1 hệ 

thặng dư đầy đủ mod 𝑁 (vô lí).

+ Tương tự nếu 𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑖 − 1: Khi đó ta đặt 𝑁 = 𝑎𝑗 − 𝑎𝑛+1 ≥ 𝑛 + 1 và 

𝑎𝑛+1 ≡ 𝑎𝑗 (𝑚𝑜𝑑 𝑁), cũng vô lí.

⇒ 𝑎𝑛+1 phải là 𝑎𝑖 − 1 hoặc 𝑎𝑖 + 𝑛 = 𝑎𝑗 + 1.

Từ cả 2 trường hợp này ta thấy rằng 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛+1 là 1 hệ thặng dư đầy 

đủ mod 𝑛 + 1. 

Vậy khẳng định cũng đúng với 𝑛 + 1.

Vậy theo nguyên lí quy nạp toán học, ta có điều phải chứng minh. 

Nhận xét: Đây là một bài khá khó khi cách đặt N cho 2 trường hợp là 

không quá tự nhiên và ta cần quan sát nhiều hơn để có thể cảm nhận bài 

toán và việc đưa bài toán về 1 giả thiết khác dễ dàng hơn giúp ta dễ xử lí 

bài toán hơn rất nhiều từ một bài toán tưởng chừng như rất khó giải được.
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Bài 8 (Balkan 1999): Cho số nguyên tố 𝑝 > 2 thoả 𝑝 chia 3 dư 2. Chứng 

minh tập hợp 𝐴 = 𝑦2– 𝑥3– 1 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍
+
, 𝑥 < 𝑝, 𝑦 < 𝑝} có nhiều nhất 𝑝– 1

phần tử chia hết cho 𝑝.

Giả sử tồn tại 2 số 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+, 𝑎, 𝑏 < 𝑝, 𝑎 ≠ 𝑏 thoả a3 − 𝑏3 ⋮ 𝑝 ⇒ 𝑎3 ≡
𝑏3 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) và 𝑎 ≢ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑝).

Áp dụng đồng nhất Bezout, tồn tại 2 số 𝑘, 𝑛 ∈ ℤ thoả 𝑘𝑎 + 𝑛𝑝 = 1. (Do 

𝑎 < 𝑝, 𝑝 là số nguyên tố nên gcd(𝑎; 𝑝) = 1) ⇒ 𝑘𝑎 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) ⇒
𝑘𝑎 3 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) ⇒ 𝑘𝑏 3 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝).

Áp dụng định lí Fermat nhỏ: 𝑘𝑏 𝑝−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝). (Do 𝑏 < 𝑝, 𝑘𝑎 +
𝑛𝑝 = 1, 𝑝 là số nguyên tố nên gcd(𝑘𝑏; 𝑝) = 1)

Gọi ℎ = 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑘𝑏) ⇒ 3 ⋮ ℎ và 𝑝 − 1 ⋮ ℎ ⇒ ℎ ∈ {1; 3} và 𝑝 − 1 ⋮ ℎ.

Mà 𝑝 chia 3 dư 2 ⇒ 𝑝 − 1 chia 3 dư 1 ⇒ ℎ = 1 ⇒ 𝑘𝑏 ≡ 1 ≡ 𝑘𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

⇒ 𝑘 𝑏 − 𝑎 ⋮ 𝑝 ⇒ 𝑏 − 𝑎 ⋮ 𝑝. (trái giả thiết)

Vậy không tồn tại 2 số 𝑎, 𝑏 thoả giả sử trên ⇒ {13, 23, … , 𝑝 – 1 3} là hệ 

thặng dư thu gọn mod 𝑝 ⇒ Với mỗi giá trị 𝑦, có nhiều nhất 1 giá trị 𝑥 thoả 

𝑦2 − 𝑥3 − 1 ⋮ 𝑝. (Do 0 < 𝑥 < 𝑝)

Mà trong tập hợp 𝐴 có 𝑝 − 1 giá trị của 𝑦 ⇒ Tập hợp 𝐴 có nhiều nhất 𝑝 −
1 phần tử chia hết cho 𝑝. (điều phải chứng minh)

Nhận xét: Ta thấy với trường hợp 𝑦 = 1 và 𝑦 = 𝑝 − 1 thì 𝑦2− 1 ⋮ 𝑝 nên 

sẽ không tồn tại 𝑥 < 𝑝 thoả 𝑦2 − 𝑥3− 1 ⋮ 𝑝. Vì vậy ta có thể làm chặt bài 

toán hơn thành tập 𝐴 có nhiều nhất 𝑝 − 3 phần tử chia hết cho 𝑝.
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Bài 9: Cho đa thức 𝑃(𝑥) = 𝑥3− 11𝑥2− 87𝑥 +𝑚. Chứng minh rằng với 

mọi số nguyên 𝑚, tồn tại số nguyên 𝑛 sao cho 𝑃(𝑛) chia hết cho 191.

Dễ thấy với 𝑥, 𝑦 nguyên mà 𝑥3 ≡ 𝑦3 (𝑚𝑜𝑑 191) ⇒ 𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 191).

Trở lại bài toán, ta sẽ chứng minh 𝑃(𝑛1) ≡ 𝑃(𝑛2) (𝑚𝑜𝑑 191) với 𝑛1; 𝑛2 ∈
ℤ thì 𝑛1 ≡ 𝑛2 (𝑚𝑜𝑑 191).

Thật vậy, vì :

27𝑃(𝑛1) = (3𝑛1− 11)3− 18.191. 𝑛1+ 1331 + 27𝑚

27𝑃 𝑛2 = 3𝑛2− 11 3− 18.191. 𝑛2+ 1331 + 27𝑚

Nên:

𝑃(𝑛1) ≡ 𝑃(𝑛2) (𝑚𝑜𝑑 191)

⇔ 27𝑃(𝑛1) ≡ 27 𝑃(𝑛2) (𝑚𝑜𝑑 191)

⇔ (3𝑛1− 11)3 ≡ (3𝑛2− 11)3 (𝑚𝑜𝑑 191)

⇒ 3𝑛1− 11 ≡ 3𝑛2− 11 (𝑚𝑜𝑑 191)

⇔ 𝑛1 ≡ 𝑛2 (𝑚𝑜𝑑 191)

Với mọi 𝑛1, 𝑛2 ∈ 𝐴 = {1; 2; 3; … ; 191} (𝐴 là một hệ đầy đủ mod 191), 

𝑛1 ≠ 𝑛2 ta có 𝑃(𝑛1) ≢ 𝑃(𝑛2) (𝑚𝑜𝑑 191).

⇒ 𝐵 = {𝑃(1); 𝑃(2); … ; 𝑃(191)} là một hệ đầy đủ mod 191.

Từ đó suy ra ∃𝑛 ∈ 𝐴 = {1; 2; 3; … ; 191} sao cho:

𝑃(𝑛) ≡ 191 (𝑚𝑜𝑑 191) ⇔ 191 | 𝑃(𝑛).
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Bài 10: Gọi 𝑎, 𝑏, 𝑐 là các số nguyên dương sao cho 
a2 + b2 + c2

ab + bc + ca
là 1 số 

nguyên. Chứng minh số này không bao giờ là bội của 3.

Ta giả sử 𝑎2+ 𝑏2+ 𝑐2 = 3𝑛(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) với 𝑛 là số nguyên 

dương.

⇒ (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 = (3𝑛 + 2)(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎).

Ta chia 𝑎, 𝑏, 𝑐 cho (𝑎, 𝑏, 𝑐) nên ta có thể giả sử (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 1. 

Đặt 3𝑛 + 2 = 𝑝1
𝑎1 . 𝑝2

𝑎2 …𝑝𝑘
𝑎𝑘 là phân tích tiêu chuẩn của số 3𝑛 + 2. 

⇒ Tồn tại 𝑝𝑖 để 𝑝𝑖 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3) và 𝑎𝑖 lẻ (do ngược lại thì𝑝𝑖
𝑎𝑖 ≡

1 (𝑚𝑜𝑑 3) với mọi 𝑖 chạy từ 1 đến 𝑛 nên 3𝑛 + 2 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3) (vô lí))

Ta cố định 𝑖 ở trên ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 chia hết 𝑝𝑖 mà lũy thừa của 𝑝𝑖 trong 

phân tích tiêu chuẩn của 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 là chẵn nhưng phân tích tiêu chuẩn 

của 𝑝𝑖 trong 3𝑛 + 2 là lẻ 

⇒ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 chia hết 𝑝𝑖.

⇒ 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 ≡ 𝑎𝑏 + 𝑐(𝑎 + 𝑏) ≡ 𝑎𝑏 − (𝑎 + 𝑏)2 = −(𝑎2+ 𝑎𝑏 +
𝑏2) ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

⇒ 𝑎 ⋮ 𝑝, 𝑏 ⋮ 𝑝 nên 𝑐 ⋮ 𝑝 (vô lí do (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 1).

Vậy ta có điều phải chứng minh.
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Bài 11: Cho số nguyên tố 𝑝 > 3 và 𝑚,𝑛 là 2 số nguyên tố cùng nhau thỏa 

mãn 
m

n
= σi=1

p−1 1

i2
. Chứng minh rằng 𝑚 chia hết cho 𝑝.

Trước khi giải bài toán, ta cần hiểu về khái niệm số hữu tỉ đồng dư:

Cho số nguyên dương 𝑛, ta định nghĩa tập con ℤ 𝑛 của ℚ như sau: ℤ 𝑛 =
a

b
| 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, (𝑏, 𝑛) = 1 .

Hai số hữu tỉ 𝑥, 𝑦 thuộc ℤ 𝑛 gọi là đồng dư theo mod 𝑛 nếu 𝑥 − 𝑦 = 𝑛. 𝑧 với 

𝑧 là 1 số hữu tỉ nào đó thuộc ℤ 𝑛 , kí hiệu là 𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) trong ℤ 𝑛 .

Quay trở lại bài toán, với {0; 1; 2; 3; … ; 𝑝 − 1} là hệ thặng dư đầy đủ theo 

mod 𝑝, xét 2 số 𝑖, 𝑗 bất kì thuộc {1; 2; 3; … ; 𝑝 − 1} sao cho 𝑖. 𝑗 ≡
1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝).
Khi đó theo khái niệm về số hữu tỉ đồng dư, ta có thể viết thành 𝑖 ≡
1

j
(𝑚𝑜𝑑 𝑝).

Kéo theo 0;
1

1
;
1

2
; … ;

1

𝑝−1
cũng là hệ thặng dư đầy đủ theo mod 𝑝, vì thế:



i=1

p−1
1

i2
≡ 

i=1

p−1

i2 =
p p − 1 2p − 1

6
≡ 0 𝑚𝑜𝑑 𝑝

(vì 𝑝 > 3 nên (𝑝; 6) = 1)  (∗)

Với p − 1 !2. σi=1
p−1 1

i2
là 1 số tự nhiên, ta có p − 1 !2. σi=1

p−1 1

i2
chia hết cho 𝑝.

⇒ p − 1 !2.
m

n
⋮ 𝑝, theo định lý Wilson, 𝑝 − 1 !2 ≡ (−1)2 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝), do 

vậy 𝑚 chia hết cho 𝑝.

Nhận xét:

- Ta có thể thay số 2 trong đề và đánh giá (∗) thành 1 số 𝑘 bất kì thỏa 1 ≤
𝑘 < 𝑝 − 1, có thể chứng minh điều này bằng số hữu tỉ đồng dư và căn nguyên 

thủy. 

- Đối với những bài toán chứa biểu thức tổng của các phân số( σ𝑖=1
𝑝−1 1

𝑖2
là 1 ví 

dụ), việc sử dụng hệ thặng dư để đưa về dạng đánh giá trên số nguyên cũng là               

. 1 hướng thường nghĩ đến.
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Bài 12: Cho số nguyên tố 𝑝 > 3. Chứng minh rằng số dư của phép chia 

ς𝑗=1
𝑝

𝑗2 + 1 cho 𝑝 chỉ có thể là 0 hoặc 4.

Xét các lớp thặng dư ℤ𝑝 và mở rộng trường ℤ𝑝 thành trường ℤ𝑝(𝛼) với 

𝛼2 = −1.

Ta có: ςj=1
p

(j2 + 1) = ςj=1
p

j − α .ςj=1
p

(j + α) (∗)

Xét đa thức 𝑓(𝑥) = ς𝑗=1
𝑝

(𝑥 + 𝑗) và đa thức 𝐺 𝑥 = 𝑥𝑝 − 𝑥 − 𝑓(𝑥), 

nhận xét rằng 𝑑𝑒𝑔𝐺 𝑥 ≤ 𝑝– 1 (1)

Theo định lý Fermat nhỏ, ta có 𝑥𝑝 − 𝑥 ⋮ 𝑝 với mọi 𝑥 thuộc 1, p, đồng 

thời 𝑓(𝑥) ≡ 𝑝! ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) với mọi 𝑥 thuộc 1, p.

Do vậy, phương trình đồng dư 𝐺(𝑥) ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) có 𝑝 nghiệm 

1,2, … , 𝑝, cùng với nhận xét (1), ta có: 𝐺(𝑥) ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝), hay 𝑓(𝑥) =
ςj=1
p

(x + j) ≡ 𝑥^𝑝 − 𝑥 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) (∗∗)

Từ đánh giá (∗), ta có:

ෑ

j=1

p

(j2 + 1) ≡ 𝛼𝑝 − 𝛼 −𝛼 𝑝 + 𝛼 ≡ −1
p − 1
2 − 1

2

(𝑚𝑜𝑑 𝑝)

Vậy số dư của phép chia ς𝑗=1
𝑝

(𝑗2 + 1) cho 𝑝 chỉ có thể là 0 hoặc 4.

Nhận xét:

Việc đánh giá bằng số phức cũng là 1 công cụ hữu hiệu giúp ta giảm 

thiểu những sai số khi đánh giá các bài toán về hệ thặng dư, bên cạnh 

công cụ đồng dư đa thức như đánh giá (∗∗).
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