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Định nghĩa
a) Hàm số: Cho 𝑋, 𝑌 là các tập con của tập hợp số thực ℝ. Hàm số 𝑓 là 

một quy tắc cho tương ứng mỗi giá trị 𝑥 ∈ 𝑋 với một và chỉ một giá trị 

𝑦∈ 𝑌, kí hiệu là 𝑦 = 𝑓 𝑥 . Đặt 𝑓 𝑋 = 𝑓 𝑎 𝑎 ∈ 𝑋} gọi là tập ảnh 

của tập 𝑋.

b) Đơn ánh, toàn ánh, song ánh:

Đơn ánh: Hàm số 𝑓: 𝐴 → 𝐵 được gọi là đơn ánh nếu với mọi 𝑎1, 𝑎2 ∈
𝐴 mà 𝑎1 ≠ 𝑎2 thì 𝑓 𝑎1 ≠ 𝑓 𝑎2 .

Chú ý: Hàm số 𝑓: 𝐴 → 𝐵 đơn ánh nếu với mọi 𝑓 𝑎1 = 𝑓 𝑎2 thì 𝑎1 =
𝑎2.

Toàn ánh: Hàm số 𝑓: 𝐴 → 𝐵 được gọi là toàn ánh nếu với mọi 𝑏 ∈ 𝐵

mà thì luôn tồn tại 𝑎 ∈ 𝐴 sao cho 𝑓 𝑎 = 𝑏.

Chú ý: Hàm số 𝑓: 𝐴 → 𝐵 là toàn ánh ⟺ 𝑓 𝐴 = 𝐵.

Song ánh: Hàm số 𝑓: 𝐴 → 𝐵 được gọi là song ánh nếu hàm 𝑓 vừa đơn 

ánh, vừa toàn ánh 

Chú ý. Hàm số 𝑓: 𝐴 → 𝐵 là song ánh khi và chỉ khi với mọi 𝑏 ∈ 𝐵 thì 

tồn tại duy nhất 𝑎 ∈ 𝐴 sao cho 𝑓 𝑎 = 𝑏.

c) Hàm số ngược: Hàm số 𝑓: 𝐴 → 𝐵 là hàm song ánh. Khi đó, hàm 

ngược của 𝑓, ký hiệu là 𝑓−1, là hàm xác định bởi 𝑓−1: 𝐵 → 𝐴 sao cho 

với mỗi 𝑏 ∈ 𝐵 mà 𝑓 𝑎 = 𝑏 𝑎 ∈ 𝐴 thì 𝑓−1 𝑏 = 𝑎.

d) Hàm số chẵn, hàm số lẻ: Xét hàm 𝑓: 𝑋 → 𝑋:

Hàm 𝑓 gọi là hàm chẵn nếu với mọi 𝑥 ∈ 𝑋 thì −𝑥 ∈ 𝑋 và 𝑓 −𝑥 =

𝑓 𝑥 .

Hàm 𝑓 gọi là hàm lẻ nếu với mọi 𝑥 ∈ 𝑋 thì −𝑥 ∈ 𝑋 và 𝑓 −𝑥 =

− 𝑓 𝑥 .

e) Hàm số tuần hoàn: Xét hàm 𝑓: 𝑋 → 𝑋 và 𝑇 là một số thực dương.

Hàm 𝑓 gọi là tuần hoàn nếu thỏa mãn cả 2 điều kiện sau:

i) ∀𝑥 ∈ 𝑋 thì 𝑥 + 𝑇 ∈ 𝑋.

ii) ∀𝑥 ∈ 𝑋 thì 𝑓 𝑥 + 𝑇 = 𝑓 𝑥 .
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Phương pháp
1. Phương pháp thế:

Phương pháp thế biến có lẽ là được sử dụng nhiều nhất trong các bài toán 

phương trình hàm. Thông thường, ta có thể:

▪ Cho x, y... nhận các giá trị đặc biệt, thường là 0,±1,±2,−𝑥, −𝑦, 𝑦, 𝑥 …

▪ Làm giảm 𝑓 bằng cách làm cho các 𝑓 triệt tiêu hoặc trở thành 𝑓(số).

▪ Tìm mối quan hệ giữa 𝑓 𝑥 và 𝑓(−𝑥), nếu có 𝑥2 thì thế 𝑥 → −𝑥.

▪ Tính bằng hai cách: Ta tính biểu thức 𝐴 theo 2 cách, rồi cho 2 cách đó 

bằng nhau. Đặc biệt, ta thường sử dụng phép thế đối xứng để tính các đại 

lượng có 𝑥, 𝑦 đối xứng bằng 2 cách.

Quy ước: Trong bài viết này (và những bài viết về phương trình hàm sau 

này), ta quy ước kí hiệu 𝑃 1 (𝑥, 𝑦) là phép thế 𝑥, 𝑦 vào phương trình (1). 

Đồng thời, 𝑃(𝑥, 𝑦) là phép thế 𝑥, 𝑦 vào phương trình đề bài.

Ví dụ 1.1. Tìm hàm  𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

𝑓 𝑥𝑦 − 𝑓 𝑥 − 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 1 = −3𝑥𝑦 − 6𝑦 − 2 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Ví dụ 1.2. (HSG TP HCM 2002 – 2003) Tìm tất cả hàm số 𝑓: ℝ+ ⟶ℝ+

thỏa: 𝑓 1 =
1

2

𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑓
2

𝑦
+ 𝑓 𝑦 𝑓

2

𝑥
∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+

Ví dụ 1.3. Tìm hàm 𝑓: ℝ → ℝ thỏa: 

𝑓 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑥 − 𝑦 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Ví dụ 1.4. Tìm các hàm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑦 + 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ
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Lời giải + Nhận xét
Ví dụ 1.1, 1.2

Ví dụ 1.1.

𝑓 𝑥𝑦 − 𝑓 𝑥 − 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 1 = −3𝑥𝑦 − 6𝑦 − 2 ∀𝑥 ∈ 𝑅 (1)

Thay 𝑦 thành −
1

2
vào 1 :   𝑓 −

𝑥

2
=

3𝑥

2
+ 1 2

Thay 𝑥 thành −2𝑥 vào 2 :    𝑓 𝑥 = −3𝑥 + 1

Thử lại 𝑓 𝑥 = −3𝑥 + 1 vào 1 , ta thấy thỏa mãn. 

Nhận xét: Các bạn đọc giả có thể thấy rằng lời giải trên rất dễ, nhưng nếu 

các bạn đã thử làm bài trên thì thường sẽ có xu hướng tìm các giá trị đặc biệt 

như 𝑓 0 , 𝑓 1 nhưng điều đó sẽ làm lời giải trở nên rất dài dòng, trong khi 

các bạn chỉ cần để ý một chút rằng nếu triệt tiêu được −𝑓 𝑥 − 𝑦 +

𝑓 𝑥 + 𝑦 + 1 thì sẽ ra ngay đáp án.

Ví dụ 1.2. ൞
𝑓 1 =

1

2

𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑓
2

𝑦
+ 𝑓 𝑦 𝑓

2

𝑥
∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+ 1

Trong 1 thay  𝑦 = 1 ta được: 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 𝑓 2 +
1

2
𝑓

2

𝑥
∀𝑥 ∈ ℝ+ 2

Trong 2 thay 𝑥 = 2 ta được: 𝑓 2 = 𝑓 2 2 +
1

2

2

⇔ 𝑓 2 −
1

2

2
= 0 ⇔ 𝑓 2 =

1

2
.

Từ đây thay lại vào 2 ta được: 𝑓 𝑥 =
1

2
𝑓 𝑥 +

1

2
𝑓

2

𝑥
∀𝑥 ∈ ℝ+

⇔ 𝑓 𝑥 = 𝑓
2

𝑥
∀𝑥 ∈ ℝ+.

Khi đó 1 thành 𝑓 𝑥𝑦 = 2𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+ 3

Thay 𝑦 bởi 
2

𝑥
ta được  

1

2
= 2 𝑓 𝑥 2 ∀𝑥 ∈ ℝ+ hay 𝑓 𝑥 2 =

1

4
∀𝑥 ∈ ℝ+

Vậy hàm số 𝑓 duy nhất thỏa đề là  𝑓 𝑥 =
1

2
∀𝑥 ∈ ℝ+. 5



Lời giải + Nhận xét
Ví dụ 1.3, 1.4

Ví dụ 1.3. 𝑓 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑥 − 𝑦 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 1

Thay 𝑦 thành 𝑥 vào 1 :  𝑓 0 = 0

Thay 𝑦 thành 0 vào 1 :  𝑓 𝑥2 = 𝑥𝑓 𝑥 2

Thay 𝑥 thành −𝑥 vào 2 : 𝑓 𝑥2 = −𝑥𝑓 𝑥 3

2 ; 3 ⇒ 𝑓 −𝑥 = −𝑓 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ≠ 0 4

⇒ 𝑓 −𝑥 = −𝑓 𝑥 ∀ 𝑥 ∈ ℝ

Thay y thành −y vào 1 :

𝑓 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑥 + 𝑦 𝑓 𝑥 + 𝑓 −𝑦 = 𝑥 + 𝑦 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦

⇒ 𝑥 − 𝑦 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦

⇒ 𝑥𝑓 𝑦 − 𝑦𝑓 𝑥 = −𝑥𝑓 𝑦 + 𝑦𝑓 𝑥 ⇒ 𝑥𝑓 𝑦 = 𝑦𝑓 𝑥 5

Thay 𝑦 thành 1 vào 5 : 𝑓 𝑥 = 𝑥𝑓 1 = 𝑎𝑥 với 𝑎 = 𝑓 1

Thử lại 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 vào 1 , ta thấy thỏa mãn.

Ví dụ 1.4. 

𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑦 + 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑓 𝑦 1

𝑃(1) 𝑓 𝑥 , 𝑦 : 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑦 + 𝑓 𝑓 𝑓(𝑥 ) + 𝑓 𝑓 𝑦 (2)

Ta tính 𝑓 𝑓 𝑓(𝑥 ) + 𝑓 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 bằng 2 cách:

Từ (2) ⇒ 𝑓 𝑓 𝑓(𝑥 ) + 𝑓 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦 − 𝑦

𝑃(1) 𝑦, 𝑥 : 𝑓 𝑓 𝑓(𝑥 ) + 𝑓 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥 − 𝑥

Vì vậy 𝑓 𝑥 − 𝑥 = 𝑓 𝑦 − 𝑦.

Thay 𝑦 = 0 vào biểu thức trên ⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑐 (𝑐 là hằng số) .

Thử lại thấy 𝑓 𝑥 = 𝑥 thỏa.

Nhận xét: Bài toán sử dụng phép thế đối xứng, ta cố gắng thế để tạo

ra 1 đại lượng bất biến khi 𝑥 và 𝑦 thay đổi vai trò.
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Bài tập tương tự
Bài 1.1. Tìm hàm  𝑓:ℝ → ℝthỏa:

𝑓 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 1.2. (Canada MO 2000) Tìm tất cả các hàm số 𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

𝑓 𝑥 − 𝑦 2 = 𝑥2 − 2𝑦𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦
2
∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 1.3. (VMO 2005) Tìm tất cả các hàm số 𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 − 𝑥𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 1.4. Tìm tất cả các cặp hàm 𝑓, 𝑔 xác định trên ℝ thỏa:

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 = 𝑥2 − 𝑦2 𝑔 𝑥 − 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 1.5. (ĐHSP HN) Tìm hàm  𝑓:ℝ → ℝ thỏa :

𝑓 𝑥 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 2𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 1.6. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa: 

𝑓 𝑥 . 𝑓 𝑦 = 𝑓 2𝑥𝑦 + 3 + 3𝑓 𝑥 + 𝑦 − 3𝑓 𝑥 + 6𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 1.7. (VMO 2013): Tìm tất cả các hàm số 𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

൝
𝑓 0 = 0, 𝑓 1 = 2013

𝑥 − 𝑦 𝑓 𝑓2 𝑥 − 𝑓 𝑓2 𝑦 = 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 𝑓2 𝑥 − 𝑓2 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 1.8. (Belarus 1995) Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa: 

𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 − 𝑥𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 1.9. Tìm tất cả các hàm số 𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

𝑥𝑓 𝑥 + 𝑥𝑦 = 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥2 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 1.10. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa :

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 − 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 − 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 1.11. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

𝑓 𝑥𝑦 + 𝑓 𝑥 − 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 1 = 𝑥𝑦 + 2𝑥 + 1 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ
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Phương pháp

2. Phương trình tích:

Trong nhiều bài toán phương trình hàm, ta có thể đưa về phương trình 

hàm dạng tích 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 𝑓 𝑥 − ℎ 𝑥 = 0. Ta chưa thể suy ra 

ngày 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 ∀𝑥 hoặc 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 ∀𝑥. Hướng tư duy chủ yếu là 

lần lượt thế từng đáp số vào đề bài. Thông thường, đáp số bài toán là 

𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 ∀𝑥 hoặc 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 ∀𝑥 hoặc cả hai đều thoả. Khi đó, 

ta muốn chứng minh đó là các nghiệm hàm duy nhất. Ta thường làm 

như sau:

▪ Nếu cả hai đáp số đều thoả, thì giả sử tồn tại 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ (𝑎, 𝑏 khác 

nghiệm của phương trình 𝑔 𝑥 = ℎ(𝑥)) sao cho 𝑓 𝑎 = 𝑔(𝑎) và 

𝑓 𝑏 = ℎ(𝑏).
⇒ Tiếp tục thực hiện phép thế để suy ra điều vô lí.

▪ Nếu chỉ có một đáp số thoả, ở đây giả sử 𝑓 𝑥 = 𝑔(𝑥) không thoả 

thì ta giả sử tồn tại 𝑎 (𝑎 khác nghiệm của phương trình 𝑔 𝑥 =
ℎ(𝑥))
⇒ Tiếp tục thực hiện phép thế để suy ra điều vô lí.

Ví dụ 2.1. (Iran 1999) Tìm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa mãn:

𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥2– 𝑦 + 4𝑦𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ
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Lời giải + Nhận xét
Ví dụ 2.1

Ví dụ 2.1.

𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥2– 𝑦 + 4𝑦𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

P 𝑥, 𝑥2 : 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑥2 = 𝑓 0 + 4𝑥2𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (2)

P 𝑥,−𝑓 𝑥 : 𝑓 0 = 𝑓 𝑥2 + 𝑓 𝑥 − 4𝑓 𝑥 2 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (3)

Từ (2) và (3) ta có được: 4𝑓 𝑥 𝑥2 − 𝑓 𝑥 = 0    ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Vậy với mọi 𝑥 thuộc ℝ ta sẽ có 𝑓 𝑥 = 0 hoặc 𝑓 𝑥 = 𝑥2

Ta sẽ chứng minh 𝑓 𝑥 = 0 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ hoặc 𝑓 𝑥 = 𝑥2 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Đầu tiên ta có được 𝑓 0 = 0, từ đó ta thay 𝑥 = 0 vào đầu bài:

⇒ 𝑓 𝑦 = 𝑓 −𝑦 , ∀𝑦 ∈ ℝ.

Giả sử có 𝑎 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0 mà 𝑓 𝑎 = 0 và 𝑓 𝑏 = 𝑏2.

P 𝑎,−𝑏 : ⇒ 𝑓 −𝑏 = 𝑓 𝑎2 + 𝑏 = 𝑓 𝑏 = 𝑏2

Nếu 𝑓 𝑎2 + 𝑏 = 0 ⇒ 𝑏 = 0 (vô lý)

Nếu 𝑓 𝑎2 + 𝑏 = 𝑎2 + 𝑏 2 = 𝑏2 ⇒ 𝑎4 + 2𝑎2𝑏 = 0 ⇒ 𝑎2 + 2𝑏 = 0

𝑃 𝑎, 𝑏 : 𝑓 𝑏 = 𝑓 𝑎2 − 𝑏 = 𝑏2

- Nếu 𝑓 𝑎2 − 𝑏 = 0⇒ 𝑏 = 0 (vô lí)

- Nếu 𝑓 𝑎2 − 𝑏 = 𝑎2 − 𝑏 2 = 𝑏2 ⇒ 𝑎4 − 2𝑎2𝑏 = 0 ⇒ 𝑎2 = 2𝑏

Mà 𝑎2 = −2𝑏 ⇒ 𝑏 = 0 (vô lí)

Vậy 𝑓 𝑥 = 0  ∀𝑥 ∈ ℝ hoặc 𝑓 𝑥 = 𝑥2 ∀𝑥 ∈ ℝ.

Thử lại ta có được tất cả các hàm thỏa mãn đề bài là:

𝑓 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ ℝ hoặc 𝑓 𝑥 = 𝑥2, ∀𝑥 ∈ ℝ
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Bài tập tương tự

Bài 2.1. Tìm hàm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa mãn:

𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 + 𝑥𝑦 = 2𝑓 𝑥 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 2.2. (Quảng Ninh 2014) Tìm hàm ƒ: ℝ → ℝ thoả:

𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥2 − 𝑦 – y𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 2.3. (PTNK TST 2020) Cho 2 hàm số 𝑓:ℝ → ℝ và 𝑔:ℝ → ℝ thỏa

𝑔 2020 > 0 và ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ thì thỏa đồng thời:

i) 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑦 = 𝑓 −𝑥 + 2𝑔 𝑦 + 𝑥𝑔 𝑦 – 6.

ii) 𝑔 𝑦 = 𝑔 2𝑓 𝑥 − 𝑦 . 

Chứng minh 𝑔 là hàm hằng.

Bài 2.4. (VMO 2002) Tìm hàm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥2002 − 𝑦 − 2001𝑦𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 2.5. (Czech - Polish - Slovak 2001) Tìm hàm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

𝑓 𝑥2 + 𝑦 + 𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦 = 2𝑓 𝑓 𝑥 + 2𝑦2 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 2.6. Tìm hàm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 + 2𝑥𝑦 = 2𝑥𝑓 𝑥 + 𝑦𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 2.7. Tìm hàm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

𝑓 0 = 0; 𝑓 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓2 𝑥 + 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

10



Phương pháp + Bài tập

3. Sử dụng tính đơn ánh, toàn ánh và song ánh của hàm số:

Ví dụ 3.1. (Thuỵ Sĩ 2010) Tìm hàm 𝑓:ℝ → ℝ thoả:

𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 2𝑦 + 𝑓 𝑥 − 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Ví dụ 3.2. (Nhật Bản 2004) Tìm hàm 𝑓:ℝ → ℝ thoả:

𝑓 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓2 𝑥 + 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ
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Lời giải + Nhận xét
Ví dụ 3.1, 3.2

Ví dụ 3.1. 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 2𝑦 + 𝑓 𝑥 − 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

𝑃 𝑥, 𝑥 : 𝑓 2𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 𝑓 0 ∀𝑥 ∈ ℝ (2)

Lấy 2 số 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ sao cho 𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2
𝑃 𝑥1, 𝑥1 : 𝑓 2𝑓 𝑥1 = 2𝑥1 + 𝑓 0 (3)

𝑃 𝑥2, 𝑥2 : 𝑓 2𝑓 𝑥2 = 2𝑥2 + 𝑓 0 (4)

(3), (4) ⟹ 𝑥
1

= 𝑥2 ⟹𝑓 đơn ánh.

𝑃 𝑥, 0 : 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 0 = 𝑓 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

⟹ 𝑓 𝑥 + 𝑓 0 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

⟹ 𝑓 𝑥 = 𝑥 − 𝑎 ∀𝑥 ∈ ℝ (a ∈ ℝ)

Thế vào (1) :

𝑥 + 𝑦– 2𝑎 = 2𝑦 + 𝑥 – 𝑦 – 𝑎 ∀𝑥 ∈ ℝ ⟹ 𝑎 = 0

Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ.

Ví dụ 3.2. 𝑓 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓2 𝑥 + 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

𝑃 0, 𝑦 : 𝑓 𝑓 𝑦 = 𝑓2 0 + 𝑦 ∀𝑦 ∈ ℝ (2)

⟹𝑓 toàn ánh ⟹ Tồn tại 𝑎 ∈ ℝ sao cho 𝑓 𝑎 = 0.

𝑃 𝑎, 𝑎 : 𝑓 0 = 𝑎 (3)

𝑃 1 0, 𝑎 : 𝑎 = 𝑎2 + 𝑎 (do (3)) ⟹𝑎
2

= 0⟹ 𝑎 = 0⟹ 𝑓 0 = 0.

𝑃 1 (𝑥, 0): 𝑓 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑓2 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ (4)

(2) ⟹𝑓 𝑓 𝑦 = 𝑦 ∀𝑦 ∈ ℝ (5)

P(𝑓 𝑥 , 0): 𝑓 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑥2 ∀𝑥 ∈ ℝ (6) (do (5))

(4), (6) ⟹𝑓2 𝑥 = 𝑥2 ∀𝑥 ∈ ℝ

⟹ Với mọi 𝑥 ∈ ℝ ta có 𝑓 𝑥 = 𝑥 hoặc 𝑓 𝑥 = −𝑥.

Giả sử tồn tại 𝑎, 𝑏 ≠ 0 sao cho 𝑓 𝑎 = 𝑎, 𝑓 𝑏 = −𝑏:

𝑃 1 𝑎, 𝑏 : 𝑓 𝑎2 − 𝑏 = 𝑎2 + 𝑏

Nếu 𝑓 𝑎2 − 𝑏 = 𝑎2 − 𝑏 ⟹ 𝑎2– 𝑏 = 𝑎2 + 𝑏 ⟹ 2𝑏 = 0 ⟹ 𝑏 = 0 (trái 

giả thiết).

Nếu 𝑓 𝑎2 − 𝑏 = 𝑏 − 𝑎2 ⟹ 𝑏 − 𝑎2 = 𝑎2 + 𝑏 ⟹ 2𝑎2 = 0⟹ 𝑎 = 0
(trái gỉả thiết).

Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ hoặc 𝑓 𝑥 = −𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ.
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Phương pháp + Bài tập

Bài 3.1. Tìm hàm 𝑓:ℝ → ℝ thoả:

𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑥𝑓 𝑦 = 𝑥𝑦 + 𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 3.2. (Balkan 2000) Tìm hàm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

𝑓 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥
2
+ 𝑦∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 3.3. (Bà Rịa Vũng Tàu 2013) Tìm hàm 𝑓:ℝ → ℝ thoả:

𝑓 𝑥𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 − 𝑦𝑓 𝑥 = 2𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 3.4. (IMO 1992) Tìm hàm 𝑓: ℝ → ℝ thoả:

𝑓 𝑥2 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥
2
+ 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 3.5. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ → ℝ thỏa mãn:

𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥2 − 𝑦 + 4𝑓 𝑥 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 3.6. Với các số thực 𝑚,𝑛, giả sử tồn tại hàm số 𝑓:ℝ → ℝ thỏa mãn:

𝑓 𝑥 + 𝑚. 𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑛. 𝑥𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Chứng minh nếu 𝑓 toàn ánh và 𝑓 1 = 1 thì ta có 𝑚 = 𝑛.

Giả sử 𝑚 = 𝑛 ≠ 0, tìm tất cả hàm số thỏa mãn đề bài.

Bài 3.7. Tìm tất cả hàm tăng thực sự 𝑓:ℝ → ℝ thỏa:

𝑓 𝑥𝑓 𝑦 = 𝑦𝑓 2𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 3.8. (Olympic lớp 10 GGTH) Tìm tất cả hàm số 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa mãn:

𝑓 2𝑓 −𝑥 + 𝑦 + 3𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ
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Phương pháp + Bài tập

Bài 3.9. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa mãn: 

𝑓 2021𝑥3 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 = 2𝑦 + 2021𝑥2𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

(Gợi ý: Nếu hàm 𝑓 cộng tính (𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑦)) thỏa

𝑓 𝑥3 = 𝑥2𝑓 𝑥 thì 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥, với 𝑎 là hằng số)

Bài 3.10. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa mãn: 

𝑓 𝑥 + 𝑦2 + 𝑧 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑧 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ

Bài 3.11. Tìm tất cả hàm 𝑓: ℤ → ℤ thỏa mãn:

𝑓 𝑥 − 𝑦 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦

Bài 3.12. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa mãn: 

𝑓 𝑥3𝑓3 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓6 𝑥 + 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 3.13. Tìm tất cả hàm 𝑓: 0; +∞ → 0;+∞ thỏa mãn:

𝑥2 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 𝑓 𝑦𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 0;+∞

Bài 3.14. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ+ → ℝ+ thỏa mãn:

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑦 = 𝑓 2𝑥 + 2𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 > 0

Bài 3.15. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa mãn:

𝑓 𝑥 + 𝑦2 + 𝑧 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑧 với mọi 𝑥, 𝑦, 𝑧 thuộc ℝ

Bài 3.16. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ+ ⟶ ℝ+ thỏa mãn:

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅+
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Phương pháp + Bài tập

4. Ngoài tính toàn ánh của 𝒇 𝒙 , ta còn có thể sử dụng tính toàn ánh 

của 𝒇 𝒙 − 𝒇 𝒚 .

Ví dụ 4.1. (IMO 1999) Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa mãn:

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑦 + 𝑥𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 − 1 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Giải. 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑦 + 𝑥𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 − 1 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Dễ thấy hàm 𝑓 ≡ 0 không thỏa đề bài nên tồn tại 𝑎: 𝑓 𝑎 ≠ 0

𝑃 𝑥, 𝑎 : 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑎 − 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑓 𝑎 + 𝑥𝑓 𝑎

Mà 𝑓 𝑎 ≠ 0 nên {𝑓 𝑓 𝑎 + 𝑥𝑓 𝑎 | 𝑥 ∈ ℝ} = ℝ

⇒ ∀𝑥 ∈ ℝ: ∃𝑎, 𝑏 ∈ ℝ: 𝑥 = 𝑓 𝑎 − 𝑓 𝑏

Đặt 𝑓 0 = 𝑐. 𝑃 𝑓 𝑦 , 𝑦 : 𝑐 = 𝑓 0 = 2𝑓 𝑓 𝑦 + 𝑓2 𝑦 − 1

Thế 𝑥 → 𝑓 𝑥 , ta được:

𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 . 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑓 𝑥 − 1

= 𝑐 −
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦

2

2

Với mọi 𝑥 ∈ ℝ: 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑓 𝑎 − 𝑓 𝑏 = 𝑐 −
𝑓 𝑎 −𝑓 𝑏

2

2
= 𝑐 −

𝑥2

2

Thử lại vào giả thiết suy ra 𝑐 = 1.

Vậy 𝑓 𝑥 = 1 −
𝑥2

2
∀𝑥 ∈ ℝ.
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Phương pháp + Bài tập

Bài 4.1. (PTNK 2020) Cho hai hàm số 𝑓:ℝ → ℝ và 𝑔:ℝ → ℝ thỏa 

𝑔 2020 > 0 và đồng thời

൝
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑦 = 𝑓 −𝑥 + 2𝑔 𝑦 + 𝑥𝑔 𝑦 − 6 1

𝑔 𝑦 = 𝑔 2𝑓 𝑥 − 𝑦 2
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅

a) Chứng minh 𝑔 là hàm hằng.

b) Chứng minh hàm số ℎ 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑥 có trục đối xứng 𝑥 = 1.

Bài 4.2. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa mãn:

𝑓
2

𝑥 + 2𝑦𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 4.3. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa mãn:

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 3𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 − 2𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 4.4. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa mãn:

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑥 + 𝑓 𝑦
4
− 𝑥4 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 4.5. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa mãn:

𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦2 = 𝑓 𝑥 2 − 2𝑓 𝑥 𝑦2 + 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 4.6. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa mãn:

𝑓 𝑥 2 + 2𝑦𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 4.7. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa 𝑓 1 = 1 và

𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦2 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Bài 4.8. Tìm tất cả hàm 𝑓:ℝ ⟶ ℝ thỏa mãn:

𝑓 𝑥2 + 𝑓 𝑦2 + 2𝑥𝑓 𝑦 = 𝑓2 𝑥 + 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ
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Lời giải + Nhận xét
Bài 1.1

Bài 1.1. 𝑓 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑦 1

Thế 𝑦 thành 𝑓 𝑦 vào 1 :

𝑓 𝑓 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 2

Đổi 𝑥 và 𝑦 trong 2 : 𝑓 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦

⇒ 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 3

Đổi 𝑥 và 𝑦 trong 1 : 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 + 𝑥

Do 3 ⇒ 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 + 𝑥

⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑓 𝑦 − 𝑦 4

Thay 𝑦 thành 0 vào 4 : 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑓 0 = 𝑥 + 𝑎 với 𝑎 = 𝑓(0)

Thế 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑎 vào 1 :

𝑥 + 𝑦 + 3𝑎 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑎 + 𝑥 + 𝑎 + 𝑦 = 2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑎 (vô lý)

Vậy không tồn tại hàm 𝑓 thỏa đề.

Nhận xét: Phép thế 𝑦 thành 𝑓(𝑦) là một ý tưởng rất quan trọng trong phương trình 

hàm đó là Đối xứng hoá. Ta sẽ tạo ra sự đối xứng trong 1 vế của phương trình, rồi từ 

đó ta sẽ đổi vị trí của 𝑥 và 𝑦 thì vế còn lại sẽ bằng nhau.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 1.2

Bài 1.2. 𝑓 𝑥 − 𝑦 2 = 𝑥2 − 2𝑦𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦
2
∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

Trong 1 thay 𝑥 = 𝑦 = 0 ta được 𝑓 0 = 𝑓 0
2

Suy ra ቈ
𝑓 0 = 0

𝑓 0 = 1

⚫ Trường hợp 1: 𝑓 0 = 0

Trong 1 thay 𝑦 → 𝑥 ta được 𝑥 − 𝑓 𝑥
2
= 0 ∀𝑥 ∈ ℝ

Hay 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

⚫ Trường hợp 2: 𝑓 0 = 1

Trong 1 thay 𝑦 → 𝑥 ta được 𝑥 − 𝑓 𝑥
2
= 1 ∀𝑥 ∈ ℝ

Suy ra ∀𝑥 ∈ ℝ thì ቈ
𝑓 𝑥 = 𝑥 + 1

𝑓 𝑥 = 𝑥 − 1

Nếu ∃𝑎 sao cho 𝑓 𝑎 = 𝑎 − 1

Thay 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 0 vào 1 ta được 𝑓 𝑎2 = 𝑎2 + 1

Thay 𝑥 = 0, 𝑦 = 𝑎 vào 1 ta được

𝑓 𝑎2 = −2𝑎 + 𝑓 𝑎 2 = −2𝑎 + 𝑎2 − 2𝑎 + 1 = 𝑎2 − 4𝑎 + 1

⇒ 𝑎2 + 1 = 𝑎2 − 4𝑎 + 1

⟺ 𝑎 = 0 ⟹ 1 = 𝑓 0 = −1 vô lý

Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 1 ∀𝑥 ∈ ℝ và 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ là tất cả các hàm số thỏa 

mãn đề bài.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 1.3

Bài 1.3. 𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 − 𝑥𝑦 (1)

Thay 𝑥 = 𝑦 = 0 vào 1 ta được 𝑓 𝑓 0 = 𝑓2 0

Thay 𝑦 = 0 vào 1 ta được

𝑓 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 𝑓 0 − 𝑓 𝑥 + 𝑓 0 ∀𝑥 ∈ ℝ 2

Thay 𝑥 = 0, 𝑦 = −𝑥 vào 1 ta được

𝑓 𝑓 𝑥 = 𝑓 −𝑥 𝑓 0 + 𝑓 −𝑥 − 𝑓 0 ∀𝑥 ∈ ℝ 3

Từ 2 và 3 ta được

𝑓 0 𝑓 𝑥 − 𝑓 −𝑥 − 𝑓 𝑥 + 𝑓 −𝑥 + 2𝑓 0 = 0 ∗

Thay 𝑥 = 𝑦 vào 1 ta được 𝑓2 𝑥 = 𝑥2 + 𝑓2 0 ∀𝑥 ∈ ℝ 4

Trong 4 thay 𝑥 → −𝑥 ta được  𝑓2 −𝑥 = 𝑥2 + 𝑓2 0 ∀𝑥 ∈ ℝ 5

Từ 4 và 5 ta được

𝑓2 𝑥 = 𝑓2 −𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ⟹ 𝑓 𝑥 = 𝑓 −𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

Nếu tồn tại 𝑥0 ≠ 0 sao cho 𝑓 𝑥0 = 𝑓 −𝑥0 thì trong ∗ thay 𝑥 = 𝑥0 ta có

𝑓 𝑥0 = 𝑓 0 ⇒ 𝑓2 0 = 𝑓2 𝑥0 = 𝑥0
2 + 𝑓2 0 ⇒ 𝑥0 = 0 mâu thuẫn

Vậy 𝑓 −𝑥 = −𝑓 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

Áp dụng vào ∗ ta có 𝑓 0 𝑓 𝑥 + 1 = 0 ∀𝑥 ∈ ℝ

Nếu 𝑓 0 ≠ 0 thì 𝑓 𝑥 ≡ −1, điều này là vô lý nếu 𝑓 là hàm lẻ.

Vậy 𝑓 0 = 0

Từ đây, ta thay 𝑦 = 𝑥 vào 1 thì ta được 𝑓2 𝑥 = 𝑥2 ∀𝑥 ∈ ℝ

Nếu tồn tại 𝑥0 ≠ 0 sao cho  𝑓 𝑥0 = 𝑥0 thì áp dụng 2 với 𝑥 = 𝑥0 và kết hợp 

𝑓 0 = 0 ta được:

𝑥0 = 𝑓 𝑥0 = −𝑓 𝑓 𝑥0 = −𝑓 𝑥0 = −𝑥0 ⟹ 𝑥0 = 0 mâu thuẫn

Từ đây ta có 𝑓 𝑥 = −𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ là hàm số duy nhất thỏa đề bài.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 1.4

Bài 1.4. 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 = 𝑥2 − 𝑦2 𝑔 𝑥 − 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 1

Thay y thành 0 vào 1 : 𝑓 𝑥 − 𝑓 0 = 𝑥2𝑔 𝑥

⇒ 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥 − 𝑓 0 − 𝑓 𝑦 − 𝑓 0 = 𝑥2𝑔 𝑥 − 𝑦2𝑔 𝑦

⇒ 𝑥2 𝑔 𝑥 − 𝑦2𝑔 𝑦 = 𝑥2 − 𝑦2 𝑔 𝑥 − 𝑦 2

Thay x thành 0 vào 2 : −𝑦2𝑔 𝑦 = −𝑦2𝑔 −𝑦

⇒ 𝑔 𝑦 = 𝑔 −𝑦 ∀𝑦 ≠ 0

Mặt khác, 𝑓 𝑥 = 𝑥2𝑔 𝑥 + 𝑓 0

⇒ 𝑓 −𝑥 = 𝑥2𝑔 −𝑥 + 𝑓 0 = 𝑥2𝑔 𝑥 + 𝑓 0 = 𝑓 𝑥 ∀𝑥 ≠ 0

Thay y thành −y vào 1 : 𝑓 𝑥 − 𝑓 −𝑦 = 𝑥2 − 𝑦2 𝑔 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦

⇒ 𝑥2 − 𝑦2 𝑔 𝑥 − 𝑦 = 𝑥2 − 𝑦2 𝑔 𝑥 + 𝑦

⇒ 𝑔 𝑥 − 𝑦 = 𝑔 𝑥 + 𝑦 (với điều kiện 𝑥 ≠ 𝑦 )

Với các giá trị 𝑥, 𝑦 chọn các giá trị 𝑢, 𝑣 thỏa 𝑥 =
𝑢+𝑣

2
; 𝑦 =

𝑢−𝑣

2
𝑥 ≠ ±𝑦

⇒ 𝑔 𝑢 = 𝑔 𝑣 ⇒ 𝑔 là hàm hằng nên 𝑔 𝑥 = 𝑎 ∀𝑥 ∈ ℝ\{0}

⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑓 0 ∀𝑥 ∈ ℝ\{0}

Vậy, các hàm số thỏa đề là:

𝑔 𝑥 = 𝑎 khi 𝑥 ≠ 0; 𝑔 𝑥 = 𝑡 khi 𝑥 = 0 (với 𝑎, 𝑡 tùy ý thuộc ℝ)

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏 (với 𝑏 tùy ý thuộc ℝ)

Thử lại, ta thấy thỏa mãn.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 1.5, 1.6

Bài 1.5. 𝑓 𝑥 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 2𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑥 1

Thế x thành 0 vào 1 : 𝑓 0 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦 ⇒ 𝑓 𝑦 = 0 hoặc 𝑓 0 = 1

Trường hợp 1: 𝑓 𝑦 = 0

Thay hàm 𝑓 𝑦 = 0 vào 1 : 𝑥 = 0 (vô lý)

Trường hợp 2: 𝑓 0 = 1

Thế 𝑦 thành −2𝑥 vào 1 :

𝑓 𝑥 𝑓 −𝑥 = 𝑓 0 − 𝑥𝑓 −𝑥 + 𝑥 = 1 − 𝑥𝑓 −𝑥 + 𝑥 2

Thế 𝑥 thành −𝑥 vào 1 : 𝑓 −𝑥 𝑓 𝑥 = 1 + 𝑥𝑓 𝑥 − 𝑥 3

2 , 3 ⇒ 𝑓 −𝑥 = 2 − 𝑓 𝑥 ∀ 𝑥 ≠ 0. Mà 𝑓 0 = 1; 𝑓 −0 = 2 − 𝑓 0

⇒ 𝑓 −𝑥 = 2 − 𝑓 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ 4

3 , 4 ⇒ 𝑓 𝑥 2 − 𝑓 𝑥 = 1 + 𝑥𝑓 𝑥 − 𝑥

⇒ 𝑓 𝑥 − 1 𝑓 𝑥 + 𝑥 − 1 = 0

Giả sử tồn tại 𝑢, 𝑣 ≠ 0 thỏa 𝑓 𝑢 = 1, 𝑓 𝑣 = 1 − 𝑣

Thay 𝑥 thành 𝑣; 𝑦 thành 𝑢 − 𝑣 vào 1 : 𝑓 𝑢 + 𝑣 = 1 − 𝑣

⇒ 1 = 1 − 𝑣 hoặc 1 − 𝑢 + 𝑣 = 1 − 𝑣

⇒ 𝑣 = 0 hoặc 𝑢 = 0 (Vô lý)

Vậy 𝑓 𝑥 = 1 − 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ hoặc 𝑓 𝑥 = 1 ∀ 𝑥 ∈ ℝ. Thử lại, ta nhận cả hai 

hàm. 

Bài 1.6. 𝑓 𝑥 . 𝑓 𝑦 = 𝑓 2𝑥𝑦 + 3 + 3𝑓 𝑥 + 𝑦 − 3𝑓 𝑥 + 6𝑥 1

𝑃 1 (𝑦, 𝑥): 𝑓 𝑥 . 𝑓 𝑦 = 𝑓 2𝑥𝑦 + 3 + 3𝑓 𝑥 + 𝑦 − 3𝑓 𝑦 + 6𝑦 (2) 

Từ (1), (2) ⇒ −3𝑓 𝑥 + 6𝑥 = −3𝑓 𝑦 + 6𝑦

Thay 𝑦 = 0 vào biểu thức trên suy ra 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑐 (với 𝑐 là hằng số) 

Thay 𝑓 𝑥 vào biểu thức (1) ⇒ 𝑐 = 3 hay 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 3. 
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Lời giải + Nhận xét
Bài 1.7

Bài 1.7. ൝
𝑓 0 = 0, 𝑓 1 = 2013

𝑥 − 𝑦 𝑓 𝑓2 𝑥 − 𝑓 𝑓2 𝑦 = 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 𝑓2 𝑥 − 𝑓2 𝑦

Thay 𝑦 = 0 vào 1 ta được 𝑥𝑓 𝑓2 𝑥 = 𝑓3 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ 2

Nhân 𝑥𝑦 vào 2 vế của 1 và áp dụng 2 , khi đó với mọi 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ , ta có:

𝑥 − 𝑦 𝑦 𝑥𝑓 𝑓2 𝑥 − 𝑥 𝑦𝑓 𝑓2 𝑦

= 𝑥𝑦 𝑓3 𝑥 − 𝑓 𝑥 𝑓2 𝑦 − 𝑓 𝑦 𝑓2 𝑥 + 𝑓3 𝑦

⇔ 𝑥𝑦𝑓3 𝑥 − 𝑥2𝑓3 𝑦 − 𝑦2𝑓3 𝑥 + 𝑥𝑦𝑓3 𝑦

= 𝑥𝑦𝑓3 𝑥 − 𝑥𝑦𝑓 𝑥 𝑓2 𝑦 − 𝑥𝑦𝑓 𝑦 𝑓2 𝑥 + 𝑥𝑦𝑓3 𝑦

⟺ 𝑥𝑦𝑓 𝑥 𝑓2 𝑦 + 𝑥𝑦𝑓 𝑦 𝑓2 𝑥 − 𝑥2𝑓3 𝑦 − 𝑦2𝑓3 𝑥 = 0

⟺ 𝑥𝑓 𝑦 − 𝑦𝑓 𝑥 𝑥𝑓2 𝑦 − 𝑦𝑓2 𝑥 = 0 3

Trong 3 thay 𝑦 = 1 ta được

2013𝑥 − 𝑓 𝑥 20132𝑥 − 𝑓2 𝑥 = 0 ∀𝑥 ∈ ℝ 4

Trong 4 thay 𝑥 = −1 ta được −2013 − 𝑓 −1 −20132 − 𝑓2 −1 = 0

Do −20132 − 𝑓2 −1 < 0 nên 𝑓 −1 = −2013

Trong 3 ta thay 𝑦 = −1 ta được

−2013𝑥 + 𝑓 𝑥 20132𝑥 + 𝑓2 𝑥 = 0 ∀𝑥 ∈ ℝ 5

Vế trừ vế 4 và 5 ta được 20132𝑥 2013𝑥 − 𝑓 𝑥 = 0 ∀𝑥 ∈ ℝ

Suy ra 𝑓 𝑥 = 2013𝑥 ∀𝑥 ≠ 0. Mà 𝑓 0 = 0 nên 𝑓 𝑥 = 2013𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

Vậy 𝑓 𝑥 = 2013𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ là hàm số duy nhất thỏa đề bài.

22



Lời giải + Nhận xét
Bài 1.8

Bài 1.8. 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 − 𝑥𝑦 (1) 

𝑃 1 𝑥, 0 : 𝑓 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 𝑓 0 2

Ta tính 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 bằng 2 cách: 

Thay 𝑥 + 𝑦 vào 𝑥 ở (2): 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑦 𝑓 0 3

Từ (1),(3) ⇒ 𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 − 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑦 𝑓 0 (4) 

Đặt 𝑓 0 = 𝑎. Giả sử 𝑎 khác 0. Ta tính 𝑓 𝑎 bằng 2 cách: 

𝑃 2 0 : 𝑓 𝑎 = 𝑎 + 𝑎2 (∗)

𝑃 4 𝑎, − 𝑎 : 𝑓 −𝑎 𝑓 𝑎 + 𝑎2 = 𝑎2 ⇒ 𝑓 −𝑎 = 0 hoặc 𝑓 𝑎 = 0.

Xét 𝑓 −𝑎 = 0:

𝑃 4 2𝑎, − 𝑎 : 𝑓 2𝑎 𝑓 −𝑎 + 2𝑎2 = 𝑓 𝑎 . 𝑎 ⇒ 𝑓 𝑎 = 2𝑎 (∗∗)

Từ (∗) và (∗∗) ⇒ a2 + 𝑎 = 2𝑎 ⇒ a = 1 (nhận) hoặc 𝑎 = 0 (loại) 

⇒ 𝑓 −1 = 0 và 𝑓 0 = 1

𝑃 4 𝑥,− 1 : 𝑓 𝑥 . 0 + 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 1 ⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 1

Thử lại thấy không thỏa .

Xét 𝑓 𝑎 = 0 ∗∗∗ :

Từ (∗) và (∗∗∗) ⇒ 𝑎2 + 𝑎 = 0 ⇒ 𝑎 = −1 (nhận) hoặc 𝑎 = 0 (loại)

⇒ 𝑓 −1 = 0 và 𝑓 0 = −1

𝑃 4 𝑥,− 1 : 𝑓 𝑥 . 0 + 𝑥 = −𝑓 𝑥 − 1 ⇒ f x = −x − 1

Thử lại thấy không thỏa.

Giả sử 𝑎 = 0 ⇒ 𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 − 𝑥𝑦 = 0

Thay 𝑦 = 1 vào biểu thức: 𝑓 𝑥 = 𝑐𝑥 (𝑐 là hằng số) .

Thử lại thấy 𝑓 𝑥 = 𝑥.

Nhận xét: Lưu ý cách đưa từ 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 về 𝑓 𝑓 𝑥 rồi lại tiếp tục nâng lên 

𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 lại, đây là 1 kĩ thuật thường gặp.  Bài toán có thể nói phần khó nhất là 

tính 𝑓 0 , cần sự kiên nhẫn để tìm và cách đánh giá tốt để tính.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 1.9

Bài 1.9. 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑥𝑦 = 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥2 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Ta có: 𝑃 0,0 ⇒ 𝑓 0 2 = 0 ⇒ 𝑓 0 = 0. Đặt 𝑓 1 = 𝑎

⚫ Trường hợp 1: 𝑎 = 0 thì 𝑃 1, 𝑥 − 1 ⟹ 𝑓 𝑥 = 0 ∀𝑥 ∈ ℝ, thử lại

thấy thỏa.

⚫ Trường hợp 2: 𝑎 = 1 hay 𝑓 1 = 1 thì

𝑃 1, 𝑥 ⇒ 𝑓 𝑥 + 1 = 𝑓 𝑥 + 1 ∀𝑥 ∈ ℝ

⟹ 𝑓 𝑥 + 𝑛 = 𝑓 𝑥 + 𝑛 − 1 + 1 = ⋯ = 𝑓 𝑥 + 𝑛 ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ

⟹ 0 = 𝑓 0 = 𝑓 −1 + 1 = 𝑓 −1 + 1 ⟹ 𝑓 −1 = −1

𝑃 𝑥,−1 ⟹ 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥2 𝑓 −1 = 0 ⟹ 𝑓 𝑥2 = 𝑥𝑓 𝑥 ∀𝑥 ∈

ℝ 2

Thay 2 vào 1 ta được

𝑥𝑓 𝑥 + 𝑥𝑦 = 𝑥𝑓 𝑥 1 + 𝑓 𝑦 = 𝑥𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 + 1 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Với mọi 𝑥 ≠ 0, 𝑦 ∈ ℝ ta có 𝑓 𝑥 𝑦 + 1 = 𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 + 1

Thay 𝑦 bằng 𝑦 − 1 và kết hợp với 0 = 𝑓 0 = 𝑓 0 . 𝑓 𝑦 = 𝑓 0. 𝑦

ta có

𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Khi đó 2 trở thành 𝑓 𝑥 2= 𝑥𝑓 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

⟹ 𝑓 𝑥 𝑓 𝑥 − 𝑥 = 0∀𝑥 ∈ ℝ 3

Nếu tồn tại 𝑎 ≠ 0 sao cho 𝑓 𝑎 = 0 thì ta có:

ቊ
𝑓 𝑎 + 1 = 𝑓 𝑎 + 1 = 0 = 1 = 1

𝑓 𝑎 + 1 𝑓 𝑎 + 1 − 𝑎 − 1 = 0

⟹ ቊ
𝑓 𝑎 + 1 = 1

𝑓 𝑎 + 1 = 𝑎 + 1
⟹ 𝑎 = 0 (vô lý)

Vậy 𝑓 𝑥 ≠ 0 ∀𝑥 ≠ 0, nên từ 3 ta có 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ≠ 0, mà 𝑓 0 =

0, suy ra:

𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ
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Lời giải + Nhận xét
Bài 1.9

⚫ Trường hợp 3: 𝑎 ≠ 0,1

Với số nguyên dương 𝑛

𝑃 1, 𝑛 ⇒ 𝑓 𝑛 + 1 = 𝑎 + 𝑎𝑓 𝑛

⟺ 𝑓 𝑛 + 1 +
𝑎

𝑎 − 1
= 𝑎𝑓 𝑛 + 𝑎 +

𝑎

𝑎 − 1

⟺ 𝑓 𝑛 + 1 +
𝑎

𝑎 − 1
= 𝑎 𝑓 𝑛 +

𝑎

𝑎 − 1

⟹ 𝑓 𝑛 +
𝑎

𝑎 − 1
= 𝑎𝑛−1 𝑓 1 +

𝑎

𝑎 − 1

⟹ 𝑓 𝑛 =
𝑎𝑛+1 − 𝑎

𝑎 − 1
∀𝑛 ∈ ℕ∗

Với 2 số nguyên dương 𝑚, 𝑛,

𝑃 𝑚, 𝑛 ⇒ 𝑚𝑓 𝑚 +𝑚𝑛 = 𝑚𝑓 𝑚 + 𝑓 𝑚2 𝑓 𝑛

⟹
𝑚 𝑎𝑚+𝑚𝑛+1 − 𝑎

𝑎 − 1
=
𝑚 𝑎𝑚+1 − 𝑎

𝑎 − 1
+
𝑎𝑚

2+1 − 𝑎

𝑎 − 1
.
𝑎𝑛+1 − 𝑎

𝑎 − 1

⇒
𝑚 𝑎𝑚+𝑚𝑛+1 − 𝑎𝑚+1

𝑎 − 1
=

𝑎𝑚
2+1 − 𝑎 𝑎𝑛+1 − 𝑎

𝑎 − 1 2

⟹𝑚 𝑎𝑚+𝑚𝑛+1 − 𝑎𝑚+1 𝑎 − 1 = 𝑎𝑚
2+1 − 𝑎 𝑎𝑛+1 − 𝑎 4

Chọn 𝑚 = 𝑛 = 2 trong 4 ta được

2 𝑎7 − 𝑎3 𝑎 − 1 = 𝑎5 − 𝑎 𝑎3 − 𝑎

⟹ 2𝑎 𝑎4 − 1 𝑎 − 1 = 𝑎4 − 1 𝑎2 − 1
𝑎≠1

2𝑎 = 𝑎 + 1 ⟺ 𝑎 = 1 (vô

lý)

Vậy tất cả các hàm thỏa yêu cầu bài toán là 𝑓 𝑥 ≡ 0 và 𝑓 𝑥 ≡ 𝑥.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 1.10, 1.11

Bài 1.10. 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 − 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 − 𝑥 1

𝑃 1 0, 𝑥 : 𝑓 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 0 (2)

𝑃 1 𝑥, 𝑥 + 𝑦 : 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 𝑦 − 𝑥 (3)

𝑃 1 𝑓 𝑥 , 𝑦 : 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 − 𝑓 𝑥

Tới đây ta dùng (2) ⇒ 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 0 (4) 

Ta tính 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 theo 2 cách:

𝑃 4 𝑦, 𝑥 : 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑦 + 𝑥 + 𝑓 0 5

Từ (4) và (5) ⇒ 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑦 + 𝑥

Tới đây ta dùng (3) ⇒ 𝑓 𝑥 − 𝑥 = 𝑓 𝑦 − 𝑦

Thay 𝑦 = 0 vào biểu thức trên ⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑐 (𝑐 là số thực)

Thử lại thấy thỏa.

Nhận xét: lưu ý cách đặt 𝑦 thành 𝑥 + 𝑦 để đưa về dạng quen thuộc, khiến bài toán dễ 

dàng hơn.

Bài 1.11. 𝑓 𝑥𝑦 + 𝑓 𝑥 − 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 1 = 𝑥𝑦 + 2𝑥 + 1 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

𝑃 𝑥, 1 : 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 − 1 + 𝑓 𝑥 + 2 = 3𝑥 + 1 (2)

𝑃 𝑥, 0 : 𝑓 0 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 1 = 2𝑥 + 1 (3)

𝑃 3 𝑥 − 1 : 𝑓 𝑥 − 1 + 𝑓 𝑥 = 2𝑥 − 1 − 𝑓 0 (4)

Từ (4) và (2) ⇒ 2𝑥 − 1 − 𝑓 0 + 𝑓 𝑥 + 2 = 3𝑥 + 1

⇒ 𝑓 𝑥 + 2 = 𝑥 + 2 + 𝑓 0

⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑎 (với 𝑎 là số thực). Thử lại ⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥
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Lời giải + Nhận xét
Bài 2.1, 2.2

Bài 2.1.

𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 + 𝑥𝑦 = 2𝑓 𝑥 𝑦

P 𝑥, 𝑥 : 𝑓 𝑥 2 + 𝑥2 = 2𝑓 𝑥 𝑥,  ∀𝑥 ∈ ℝ

⇒ 𝑓 𝑥 − 𝑥 2 = 0 ∀x ∈ ℝ ⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀x ∈ ℝ

Thử lại thấy thỏa mãn đề bài. 

Vậy tất cả các hàm cần tìm là 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

Bài 2.2.

𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥2 − 𝑦 − 𝑦𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

P 𝑥, 𝑓 𝑥 : 𝑓 0 = 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥 − 𝑓2 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ (2)

P 𝑥, 𝑥2 : 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥 = 𝑓 0 − 𝑥2𝑓 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ (3)

(2), (3) ⟹𝑓2 𝑥 + 𝑥2𝑓 𝑥 = 0 ∀𝑥 ∈ ℝ

⟹ 𝑓 𝑥 𝑓 𝑥 + 𝑥2 = 0 ∀𝑥 ∈ ℝ

⟹ Với mọi x ∈ ℝ ta có 𝑓 𝑥 = 0 hoặc 𝑥 = −𝑥2 ⟹𝑓 0 = 0.

Giả sử tồn tại 𝑎 ≠ 0 sao cho 𝑓 𝑎 = −𝑎2

𝑃 1 𝑎, −𝑎2 : 0 = 𝑓 2𝑎2 − 𝑎4

Nếu 𝑓 2𝑎2 = 0 ⟹ 𝑎4 = 0 ⟹ 𝑎 = 0 (trái giả thiết).

Nếu 𝑓 2𝑎2 = −4𝑎4 ⟹𝑎 = 0 (trái giả thiết).

Vậy 𝑓 𝑥 = 0 ∀𝑥 ∈ ℝ.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 2.3

Bài 2.3. 

i) 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑦 = 𝑓 −𝑥 + 2𝑔 𝑦 + 𝑥𝑔 𝑦 – 6 (1)

ii) 𝑔 𝑦 = 𝑔 2𝑓 𝑥 − 𝑦 (2)

Thực hiện 𝑃 1 𝑔 𝑦 , 𝑦 và 𝑃 1 2𝑔 𝑦 , 𝑦

⇒ 𝑓 0 = 𝑓 𝑔 𝑦 + 𝑔 𝑦 2– 6 và 𝑓 𝑔 𝑦 = 𝑓 0 + 2𝑔 𝑦 2 – 6.

⇒ 3𝑔 𝑦 2 = 12 ⇒ Với mỗi 𝑦 ∈ ℝ, 𝑔 𝑦 = 2 hoặc 𝑔 𝑦 = −2.

Ta sẽ giả sử ngược lại rằng có 𝑎 ≠ 𝑏 sao cho 𝑔 𝑎 = 2 và 𝑔 𝑏 = −2.

Thế 𝑦 = 2020 vào (1):

⇒ 𝑓 𝑥 − 𝑐 − 𝑓 −𝑥 + 2𝑐 = 𝑐𝑥 − 6 (𝑐 = 𝑔 2020 > 0)

⇒ 𝑓 𝑢 – 𝑓 𝑣 toàn ánh trên ℝ với ∀𝑢, 𝑣 ∈ ℝ.

Ở (2), thay 𝑦 lần lượt bởi 𝑎, 𝑏, ta có:

𝑔 𝑎 = 𝑔 2𝑓 𝑥 – 𝑎 = 2; 𝑔 𝑏 = 𝑔 2𝑓 𝑥 – 𝑏 = −2

Lại do tính toàn ánh, chọn 𝑢, 𝑣: 𝑓 𝑢 − 𝑓 𝑣 =
𝑎−𝑏

2
.

⇒ 2𝑓 𝑢 − 𝑎 = 2𝑓 𝑣 − 𝑏 ⇒ 2 = 𝑔 2𝑓 𝑢 – 𝑎 = 𝑔 2𝑓 𝑣 – 𝑏 = −2

(vô lí). 

Vậy 𝑔 𝑥 = 2, ∀𝑥 ∈ ℝ (do 𝑔 2020 > 0 nên 𝑔 𝑥 = −2 ∀𝑥 ∈ ℝ không 

thể xảy ra)

Vậy ta có đpcm.

Nhận xét: Đây là 1 bài toán khá khó cần dùng linh hoạt tính toàn ánh của hiệu 

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 và đưa về 2 trường hợp 𝑔 𝑦 như trên (lưu ý không được kết luận 

ngay 𝑔 hằng).
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Lời giải + Nhận xét
Bài 2.4, 2.5

Bài 2.4. 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥2002 − 𝑦 − 2001𝑦. 𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

𝑃 1 𝑥,
𝑓 𝑥 +𝑥2002

2
: 𝑓

𝑥2002−𝑓 𝑥

2
= 𝑓

𝑥2002−𝑓 𝑥

2
− 2001

𝑓 𝑥 +𝑥2002

2
. 𝑓 𝑥

Suy ra: 
𝑓 𝑥 +𝑥2002

2
. 𝑓 𝑥 = 0 2

Vì vậy với mọi 𝑥 thực thì 𝑓 𝑥 = 0 hoặc 𝑓 𝑥 = −𝑥2002

𝑃 2 0 : 𝑓 0 = 0, 𝑃 1 0, 𝑦 : 𝑓 𝑦 = 𝑓 −𝑦 ⇒ 𝑓 là hàm chẵn.

Giả sử tồn tại 𝑎, 𝑏 khác 0 để 𝑓 𝑎 = 0, 𝑓 𝑏 = −𝑏2002

𝑃 1 𝑎, 𝑏 : 𝑓 𝑏 = 𝑓 𝑎2002 − 𝑏 = −𝑏2002

Do 𝑏 khác 0 nên 𝑓 𝑏 = 𝑓 𝑎2002 − 𝑏 = −𝑏2002= − 𝑎2002 − 𝑏 2002

Suy ra 𝑎 = 0 hoặc b =
a2002

2
.

Vì vậy với mọi 𝑥 không dương thì 𝑓 𝑥 = 0.

Do 𝑓 là hàm chẵn nên 𝑓 𝑥 = 0 ∀𝑥 (vô lí vì 𝑓 𝑏 ≠ 0)

Vậy có hai nghiệm hàm là 𝑓 𝑥 = 0 với mọi 𝑥 hoặc 𝑓 𝑥 = −𝑥2002

Thử lại. Vậy nhận 𝑓 𝑥 = 0 với mọi 𝑥 thực.

Bài 2.5. 𝑓 𝑥2 + 𝑦 + 𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦 = 2𝑓 𝑓 𝑥 + 2𝑦2 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ 1

𝑃 𝑥, 0 : 𝑓 𝑥2 = 𝑓 𝑓 𝑥 , 𝑃 0,0 : 𝑓 0 = 𝑓 𝑓 0

𝑃 0, 𝑓 0 : 𝑓 𝑓 0 + 𝑓 0 = 2𝑓 0 + 2 𝑓 0
2

suy ra 𝑓 0 = 0

𝑃 0, 𝑦 : 𝑓 𝑦 + 𝑓 −𝑦 = 2𝑦2 ∗

𝑃 𝑥, 𝑓 𝑥 : 𝑓 𝑥2 + 𝑓 𝑥 = 2𝑓 𝑓 𝑥 + 2 𝑓 𝑥
2
2

𝑃 𝑥,−𝑥2 : 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑥2 = 2𝑓 𝑓 𝑥 + 2𝑥4 3

Từ (2) và (3) suy ra 𝑓 𝑥
2

= 𝑥4

Ở ∗ , bình phương hai vế ta thu được: 2𝑦4 + 2𝑓 𝑦 𝑓 −𝑦 = 4𝑦4

⇒ 𝑓 𝑦 𝑓 −𝑦 = 𝑦4 = 𝑓 𝑦 2𝑦2 − 𝑓 𝑦 ⇒ 𝑓 𝑦 − 𝑦2 = 0

Tức là 𝑓 𝑥 = 𝑥2 với mọi 𝑥. Thử lại, thoả và nhận hàm.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 2.6, 2.7

Bài 2.6. 𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 + 2𝑥𝑦 = 2𝑥𝑓 𝑥 + 𝑦𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

Bài này có khá nhiều cách làm, tuy nhiên ở đây sẽ trình bày bài này bằng 

cách đưa về phương trình tích.

𝑃 1 𝑥, 𝑥 : 𝑓 𝑥 2 + 2𝑥2 = 3𝑥𝑓 𝑥 .

⇒ 𝑓 𝑥 − 𝑥 𝑓 𝑥 − 2𝑥 = 0.

⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥 hoặc 𝑓 𝑥 = 2𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ.

Mặt khác thế 𝑥 = 𝑦 = 0 vào đầu bài ta cũng có được 𝑓 0 = 0

⇒ Ta sẽ chứng minh 𝑓 𝑥 = 𝑥, ∀x ∈ ℝ hoặc 𝑓 𝑥 = 2𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ.

Giả sử điều ngược lại, tồn tại 𝑎 ≠ 𝑏 sao cho 𝑓 𝑎 = 𝑎 và 𝑓 𝑏 = 2𝑏.

Thực hiện 𝑃 1 (𝑎, 𝑏): 4𝑎𝑏 = 2𝑎2 + 2𝑏2 ⇒ 2 𝑎 − 𝑏 2 = 0 ⇒ 𝑎 = 𝑏 (vô lí)

Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ hoặc 𝑓 𝑥 = 2𝑥, ∀𝑥 ∈ ℝ.

Tuy nhiên khi thử lại thì ta thấy không tồn tại hàm nào thỏa mãn đề bài.

Vậy không tồn tại hàm số nào thỏa mãn đề bài.

Bài 2.7. 𝑓 0 = 0; 𝑓 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓2 𝑥 + 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

Thay 𝑥 thành 0 vào 1 :  𝑓 𝑓 𝑦 = 𝑓2 0 + 𝑦 = 𝑦

Thay 𝑦 thành 0 vào 1 :  𝑓 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑓2 𝑥 (2)

Thay 𝑥 thành 𝑓 𝑥 vào 2 : 𝑓 𝑓 𝑥 𝑓 𝑓 𝑥 = 𝑓2 𝑓 𝑥

⇒ 𝑓 𝑓 𝑥 𝑥 = 𝑥2 (do 𝑓(𝑓(𝑦)) = 𝑦)

Mà 𝑓 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑓2 𝑥 ⇒ f2 x = x2 ⇒ f x − x f x + x = 0

⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥 hoặc 𝑓 𝑥 = −𝑥 3

Giả sử tồn tại 𝑎, 𝑏 thỏa 𝑓 𝑎 = 𝑎; 𝑓 𝑏 = −𝑏 𝑎𝑏 ≠ 0

Thay 𝑥 thành 𝑎, 𝑦 thành 𝑏 vào 1 :

𝑓 𝑎𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 = 𝑓2 𝑎 + 𝑏 ⇒ 𝑓 𝑎2 − 𝑏 = 𝑎2 + 𝑏

Mà theo 3 : 𝑎2 + 𝑏 = 𝑎2 − 𝑏 hoặc 𝑎2 + 𝑏 = −𝑎2 + 𝑏

⇒ 𝑏 = 0 hoặc 𝑎 = 0 (Vô lý)

Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ hoặc 𝑓 𝑥 = −𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝑅
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Bài 3.1, 3.2

Bài 3.1. 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑥𝑓 𝑦 = 𝑥𝑦 + 𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

𝑃 1, 𝑦 : 𝑓 𝑓 1 + 𝑓 𝑦 = 𝑦 + 𝑓 1 ∀𝑦 ∈ ℝ (2)

Lấy 2 số 𝑦1, 𝑦2 ∈ ℝ sao cho 𝑓 𝑦1 = 𝑓 𝑦2
𝑃 1 1, 𝑦1 : 𝑓 𝑓 1 + 𝑓 𝑦1 = 𝑦1 + 𝑓 1 (3)

𝑃 1 1, 𝑦2 : 𝑓 𝑓 1 + 𝑓 𝑦2 = 𝑦2 + 𝑓 1 (4)

(3), (4) ⟹ 𝑦1 = 𝑦2 ⟹𝑓 đơn ánh.

𝑃 1 𝑥, 0 : 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑥𝑓 0 = 𝑓 𝑥 ∀x ∈ ℝ

⟹ 𝑓 𝑥 + 𝑥𝑓 0 = 𝑥 ⟹ 𝑓 𝑥 = 𝑥 1 − 𝑓 0 ∀𝑥 ∈ ℝ

⟹𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ (𝑎 ∈ ℝ)

Thử lại vào (1), nhận nghiệm hàm. Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

Bài 3.2. 𝑓 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥
2
+ 𝑦 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

Dễ thấy là 𝑓 song ánh. Vì vậy tồn tại 𝑎 sao cho 𝑓 𝑎 = 0.

𝑃 𝑎, 𝑦 : 𝑓 𝑓 𝑦 = 𝑦

Từ (1), thêm 𝑓 vào hai vế ta thu được:

𝑓 𝑓 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑥
2
+ 𝑦

Suy ra 𝑥𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑥
2
+ 𝑦 2

𝑃 2 0, 𝑦 : 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 0
2
+ 𝑦 suy ra 𝑓 0 = 0

Do 𝑓 song ánh nên 𝑓 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0

𝑃 𝑓 𝑥 , 0 : 𝑓 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑥2 (*)

𝑃 ∗ 𝑓 𝑥 , 0 : 𝑓 𝑥𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥
2

suy ra  𝑓 𝑥
2
= 𝑥2 3

Bình phương 2 vế của (1), ta thu được:

𝑥2 𝑓 𝑥
2
+ 𝑓 𝑦

2
+ 2𝑥𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥

4
+ 𝑦2 + 2𝑦 𝑓 𝑥

2

⇒ 𝑥4 + 𝑦2 + 2𝑥𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 = 𝑥4 + 𝑦2 + 2𝑦𝑥2 ⇒ 𝑥𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 = 𝑦𝑥2 4
𝑃 4 𝑎, 𝑦 : 𝑓 1 𝑓 𝑦 = 𝑦

𝑃 3 1, 𝑦 : 𝑓 1
2
= 1 suy ra 𝑓 1 = 1 hoặc 𝑓 1 = −1.

Vậy có 2 nghiệm hàm là 𝑓 𝑥 = 𝑥 hoặc 𝑓 𝑥 = −𝑥. Thử lại, thoả.
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Bài 3.3, 3.4

Bài 3.3. 𝑓 𝑥𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 − 𝑦𝑓 𝑥 = 2𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

𝑃 𝑥, 0 : 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 = 2𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ (2)

Lấy 2 số 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ sao cho 𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2
𝑃 𝑥1, 0 : 𝑓 𝑓 𝑥1 + 𝑓 𝑥1 = 2𝑥1 (3)

𝑃 𝑥1, 0 : 𝑓 𝑓 𝑥2 + 𝑓 𝑥2 = 2𝑥2 (4)

(3), (4) ⟹ 𝑥1 = 𝑥2 ⟹𝑓 đơn ánh.

𝑃(𝑥, 1): 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥 = 2𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ (5)

𝑃(𝑥,−1): 𝑓 −𝑥 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 = 2𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ (6)

(5), (6) ⟹𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥 = 𝑓 −𝑥 + 𝑓 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

⟹ 𝑥 − 𝑓 𝑥 = −𝑥 + 𝑓 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

⟹ 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ

Thế vào (1): 𝑥𝑦 + 𝑥 + 𝑥 – 𝑥𝑦 = 2𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ (đúng)

Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ.

Bài 3.4. 𝑓 𝑥2 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥
2
+ 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

Dễ chứng minh 𝑓 song ánh. Vì vậy tồn tại duy nhất 𝑎 sao cho 𝑓 𝑎 = 0.

𝑃(𝑎, 𝑦): 𝑓 𝑓 𝑦 = 𝑓 0
2
+ 𝑦 2

𝑃 𝑥, 𝑓 𝑦 : 𝑓 𝑥2 + 𝑦 + 𝑓 0
2

= 𝑓 𝑥
2
+ 𝑓 𝑦 3

𝑃 3 𝑎, 𝑎 : 𝑓 𝑎2 + 𝑎 + 𝑓 0
2

= 0 = 𝑓 𝑎

Do 𝑓 song ánh nên suy ra 𝑎2 + 𝑎 + 𝑓 0
2
= 𝑎

Suy ra 𝑎2 + 𝑓 0
2
= 0. Tức là 𝑎 = 𝑓 0 = 0

𝑃(𝑥, 0): 𝑓 𝑥2 = 𝑓 𝑥
2
4

Từ (3) suy ra 𝑓 𝑥2 + 𝑦 = 𝑓 𝑥2 + 𝑓 𝑦 5

𝑃
5

𝑥,−𝑥2 : 0 = 𝑓 𝑥2 + 𝑓 −𝑥2

Vì vậy 𝑓 là hàm lẻ và từ (5) suy ra 𝑓 cộng tính, lại có (4) nên 𝑓 𝑥 ≥
0 ∀𝑥 ≥ 0 nên 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 với mọi 𝑥 thực (𝑎 là hằng số). Thử lại vào (1).

𝑎𝑥2 + 𝑎2𝑦 = 𝑎2𝑥2 + 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Suy ra 𝑎 = 𝑎2 và 𝑎2 = 1. Vì vậy 𝑎 = 1. Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥 với mọi 𝑥 thực.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 3.5

Bài 5.𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥2 − 𝑦 + 4𝑓 𝑥 𝑦 1

Ta nhận hàm 𝑓 ≡ 0. Bây giờ ta chỉ xét hàm 𝑓 không đồng nhất 0, hay 

∃𝑐 ∈ ℝ sao cho 𝑓 𝑐 ≠ 0.

Xét 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ sao cho 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏

Từ 𝑃 𝑎, 𝑦 & 𝑃 𝑏, 𝑦 ta được 𝑓 𝑎2 − 𝑦 = 𝑓 𝑏2 − 𝑦 .

Nếu 𝑎2 ≠ 𝑏2 thì 𝑓 là hàm tuần hoàn chu kì 𝑇 = 𝑎2 − 𝑏2

Từ 𝑃 𝑥, 𝑦 & 𝑃 𝑥, 𝑦 + 𝑇 ta được 4𝑓 𝑥 𝑦 = 4𝑓 𝑥 𝑦 + 𝑇 suy ra được là 

4𝑓 𝑥 𝑇 = 0 ∀ 𝑥 ∈ ℝ. Thay 𝑥 = 𝑐 ta có điều vô lý do 𝑇 ≠ 0.

Vậy nếu 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 thì 𝑎2 = 𝑏2.

𝑃 𝑥, 0 : 𝑓 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥2 ⇒ 𝑓 𝑥 2 = 𝑥4⇒ ൥
𝑓 𝑥 = 𝑥2

𝑓 𝑥 = −𝑥2

Giả sử tồn tại 𝑑 sao cho 𝑓 𝑑 = −𝑑2.

𝑃 𝑑, 𝑦 : 𝑓 −𝑑2 + 𝑦 = 𝑓 𝑑2 − 𝑦 − 4𝑦𝑑2

⇒ 4𝑦𝑑2 = 𝑚 𝑦 − 𝑑2 2 ∀𝑦 ∈ ℝ với 𝑚 ∈ {−2; 0; 2}

Trong cả ba trường hợp của 𝑚, vế phải biểu thức là biểu thức hằng hay là

đa thức bậc 2 theo 𝑦, trong khi đó vế trái là hàm bậc 1 theo 𝑦, nên ta có

điều vô lý. Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥2 ∀ 𝑥 ∈ ℝ. Thử lại thấy thỏa nên ta nhận hàm.

Kết luận: Vậy tất cả nghiệm hàm của (1) là 𝑓 𝑥 = 𝑥2.

Nhận xét: Trong một số trường hợp nghiệm hàm không đơn ánh như bài này thì việc

chứng minh tính đơn ánh của hàm là không khả thi, từ đó xuất hiện một kiểu chứng

minh “nửa đơn ánh” như lời giải phía trên, tính nửa đơn ánh chứng minh khá giống

như khi chứng minh đơn ánh, cũng là kĩ thuật đưa về hàm tuần hoàn.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 3.6

Bài 3.6. 𝑓 𝑥 + 𝑚. 𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑛. 𝑥𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

a) Chứng minh nếu 𝑓 toàn ánh và 𝑓 1 = 1 thì ta có 𝑚 = 𝑛.

Dễ nhận thấy rằng 𝑓 𝑥 ≢ 0 vì 𝑓 là hàm toàn ánh, bởi thế tồn tại giá trị 

𝑥0 thuộc ℝ sao cho 𝑓 𝑥0 ≠ 0.

Nếu 𝑚 = 0, thay vào (1), ta được: 𝑛. 𝑥𝑓 𝑦 = 0, thay 𝑥 = 1, 𝑦 = 𝑥0 vào 

biểu thức trên, ta được 𝑛 = 0 hay 𝑚 = 𝑛 = 0.
Nếu 𝑛 = 0, thay vào (1), ta được:

𝑓 𝑥 + 𝑚. 𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 với mọi 𝑥, 𝑦 thuộc ℝ.   (2)

Giả sử rằng 𝑚 ≠ 0, với mọi 𝑥 ≠ 0, vì 𝑓 là hàm toàn ánh nên tồn tại 𝑦0
thuộc ℝsao cho 𝑓 𝑦0 =

−𝑥

𝑚

Thay 𝑦 bởi 
𝑦0

𝑥
vào (2), ta được 𝑓 𝑥 = 𝑓 0 với mọi 𝑥 thuộc ℝ\{0}, điều 

này vô lý vì 𝑓 toàn ánh trên ℝ, do đó điều giả sử là vô lý hay 𝑚 = 0, dẫn 

đến 𝑚 = 𝑛 = 0.

Nếu 𝑚𝑛 ≠ 0, thay 𝑥 = 1 vào (1), kết hợp với 𝑓 1 = 1, ta được:

𝑓 1 + 𝑚. 𝑓 𝑦 = 1 + 𝑛. 𝑓 𝑦 với mọi 𝑦 thuộc ℝ, vì 𝑓 toàn ánh trên ℝ

nên: 

𝑓 1 +𝑚𝑦 = 1 + 𝑛𝑦 với mọi 𝑦 thuộc ℝ, hay 𝑓 là hàm tuyến tính trên ℝ, 

mà 𝑓 0 = 0, 𝑓 1 = 1 nên 𝑓 𝑥 = 𝑥 với mọi 𝑥 thuộc ℝ.

Thử lại vào (1), ta được 𝑚 = 𝑛, ta hoàn tất chứng minh.

b) Giả sử 𝑚 = 𝑛 ≠ 0. Tìm tất cả hàm thỏa đề bài.

Vì 𝑚 = 𝑛, thay vào (1), ta được:

𝑓 𝑥 + 𝑚. 𝑓 𝑥𝑦 = 𝑓 𝑥 +𝑚. 𝑥𝑓 𝑦 với mọi 𝑥, 𝑦 thuộc ℝ.      (3)

Thay 𝑥 = 𝑦 =
−1

𝑚
vào (3), ta được: 𝑓

−1

𝑚
+𝑚. 𝑓

1

𝑚2 = 0, vậy tồn tại 𝑢

thuộc ℝ sao cho 𝑓 𝑢 = 0.

Thay 𝑦 = 1, 𝑥 = 𝑢 vào (3), ta được 𝑚.𝑢𝑓 1 = 0, ta xét 2 trường hợp (vì 

𝑚 ≠ 0).
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Lời giải + Nhận xét
Bài 3.6

Trường hợp 1: 𝑓 1 = 0, thay 𝑥 =
1

𝑦
vào (3) kết hợp với 𝑓 1 = 0, ta 

được 𝑓 𝑦 = 0 với mọi 𝑦 thuộc ℝ\{0}

Thay 𝑥 = 0, 𝑦 = 1 vào (3), ta được: 𝑓 0 = 𝑓 𝑚. 𝑓 0 .

Nếu 𝑓 0 ≠ 0, dẫn đến 𝑓 0 = 𝑓 𝑚. 𝑓 0 = 0 (vô lý), vậy 𝑓 0 = 0 suy 

ra  𝑓 𝑥 ≡ 0 với mọi 𝑥 thuộc ℝ.

Trường hợp 2: 𝑢 = 0, hay 𝑓 0 = 0 và 𝑓
1

𝑚2 =
1

𝑚2.

Thay 𝑥 bởi 
𝑥

𝑦
, 𝑦 = 

1

𝑚2 vào (3), kết hợp với 𝑓
1

𝑚2 = 
1

𝑚2, ta được:

𝑓
𝑥

𝑦
+𝑚. 𝑓

𝑥

𝑦.𝑚2 = 𝑓
𝑥

𝑦
+

𝑥

𝑚𝑦
, với mọi 𝑥 thuộc ℝ , 𝑦 thuộc ℝ\{0}.

Với mọi 𝑥 thuộc ℝ, 𝑦 ≠ 0, đặt 𝑧 = 𝑥 + 𝑚𝑦. 𝑓
𝑥

𝑦.𝑚2 , suy ra: 𝑓
𝑧

𝑦
=

𝑓
𝑥

𝑦
+

𝑥

𝑚𝑦
.

Thay 𝑥 bởi 𝑦, 𝑦 bởi 
𝑥

𝑦
, ta được: 𝑓 𝑦 + 𝑚. 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 +𝑚. 𝑦𝑓

𝑥

𝑦
.

Thay 𝑥 bởi 𝑦, 𝑦 bởi 
𝑧

𝑦
, ta được:

𝑓 𝑦 +𝑚. 𝑓 𝑧 = 𝑓 𝑦 + 𝑚. 𝑦𝑓
𝑧

𝑦
= 𝑓 𝑦 +𝑚. 𝑦𝑓

𝑥

𝑦
+ 𝑥

= 𝑓 𝑦 + 𝑚. 𝑓 𝑥 + 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑦 ≠ 0 (4)

Thay 𝑦 bởi –𝑚. 𝑓 𝑥 vào (4), ta được: 𝑓 𝑚. 𝑓 𝑧 –𝑚. 𝑓 𝑥 = 𝑥, hay 𝑓

toàn ánh trên ℝ, thay 𝑥 = 1 vào (3), ta được: 𝑓 1 +𝑚. 𝑓 𝑦 = 𝑓 1 +

𝑚. 𝑓 𝑦 , vì 𝑓 toàn ánh nên 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑓 1 − 1, thử lại, ta được: 𝑓 𝑥 =
𝑥 với mọi 𝑥 thuộc ℝ.

Vậy có 2 hàm số thỏa là 𝑓 𝑥 = 0 với mọi 𝑥 thuộc ℝ hay 𝑓 𝑥 = 𝑥 với 

mọi 𝑥 thuộc ℝ.

Nhận xét:

+ Ở ý 1, ta đã sử dụng 1 tính chất quan trọng của hàm toàn ánh là đổi 𝑓 𝑦 sang 𝑦
nếu biểu thức không có biến 𝑦 đứng 1 mình.

+ Ở ý 2, ta hoàn toàn không có dữ kiện, vì thế, việc thay thế và tính toán các giá trị 

đặc biệt giúp ta mở ra những hướng đi mà một trong số đó đã cụ thể thành lời giải 

bài toán.

35



Lời giải + Nhận xét
Bài 3.7, 3.8

Bài 3.7. 𝑓 𝑥𝑓 𝑦 = 𝑦𝑓 2𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Giả sử tồn tại hàm 𝑓 thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Nếu 𝑓 𝑥 = 0 với mọi 𝑥 thuộc ℝ, thử lại vào (1), ta nhận.

Xét trường hợp tồn tại 𝑥0 thuộc ℝ sao cho 𝑓 2𝑥0 ≠ 0, xét 2 giá trị 

𝑦1, 𝑦2 thuộc ℝ thỏa mãn: 𝑓 𝑦1 = 𝑓 𝑦2 . (*)

Thay 𝑥 = 𝑥0, 𝑦 lần lượt bởi 𝑦1, 𝑦2 vào (1), kết hợp với (*), ta được:

𝑦1𝑓 2𝑥0 = 𝑦2𝑓 2𝑥0 , hay 𝑦1 = 𝑦2, khi đó 𝑓 đơn ánh trên ℝ.

Thay 𝑥 = 1, 𝑦 = 1 vào (1), ta được: 𝑓 𝑓 1 = 𝑓 2

Mà 𝑓 đơn ánh trên ℝ ⇒ 𝑓 1 = 2, suy ra 𝑓 2 > 𝑓 1 = 2 > 0 (vì 𝑓 là 

hàm tăng thực sự trên ℝ).

Thay 𝑥 = 1, 𝑦 bởi 𝑓 𝑦 vào (1), ta được:

𝑓 𝑓 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦 𝑓 2 với mọi 𝑦 thuộc ℝ.  (2)

Thay 𝑥 = 1vào (1), ta được: 𝑓 𝑓 𝑦 = 𝑦𝑓 2 với mọi 𝑦 thuộc ℝ.  (3)

Thay 𝑥 bởi 𝑦, 𝑦 = 2 vào (1), ta được:

𝑓 𝑦𝑓 2 = 2𝑓 2𝑦 với mọi 𝑦 thuộc ℝ.   (4)

Từ (2), (3) và (4) , ta được 2𝑓 2𝑦 = 𝑓 𝑦 𝑓 2 với mọi 𝑦 thuộc ℝ.

Giả sử tồn tại 𝑥0 để 𝑓 𝑥0 > 2𝑥0, do 𝑓 là hàm tăng thực sự nên

𝑓 𝑓 𝑥0 > 𝑓 2𝑥0 . ⇒ 2𝑓 𝑓 𝑥0 > 2𝑓 2𝑥0 , dẫn đến 2𝑥0𝑓 2 >

𝑓 𝑥0 . 𝑓 2 ⇒ 2𝑥0 > 𝑓 𝑥0 (vô lý)

Hoàn toàn tương tự ta có: 𝑓 𝑥 < 2𝑥 với mọi x thuộc ℝ (vô lý), vậy 

𝑓 𝑥 = 2𝑥 với mọi 𝑥 thuộc ℝ, thử lại ta nhận.

Vậy có 2 hàm số thỏa mãn đề bài là 𝑓 𝑥 = 0 với mọi 𝑥 thuộc ℝ hay 

𝑓 𝑥 = 2𝑥 với mọi 𝑥 thuộc ℝ.

Bài 3.8. 𝑓 2𝑓 −𝑥 + 𝑦 + 3𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

Giả sử tồn tại hàm 𝑓 thỏa đề.

𝑃(𝑥,−2𝑓 −𝑥 : 𝑓 0 + 3𝑥 = 𝑓(𝑥 + 𝑓 −2𝑓 −𝑥

Vì 3𝑥 + 𝑓 0 nhận mọi giá trị trên ℝ nên 𝑓 toàn ánh ⇒ ∃𝑎: 𝑓 𝑎 = 0.

𝑃 −𝑎, 𝑦 : 𝑓 2𝑓 𝑎 + 𝑦 − 3𝑎 = 𝑓 −𝑎 + 𝑓 𝑦

⇒ 𝑓 𝑦 − 3𝑎 = 𝑓 −𝑎 + 𝑓 𝑦

Mà 𝑓 toàn ánh ⇒ 𝑦 − 3𝑎 = 𝑓 −𝑎 + 𝑦 (2)

Thay 𝑦 bởi 𝑦 + 𝑎 trong (2) ⇒ 𝑓 𝑦 = 𝑦 − 2𝑎
Thử lại ⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ 36
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Bài 3.9

Bài 3.9. 𝑓 2021𝑥3 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 = 2𝑦 + 2021𝑥2𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

𝑃(0,0): 𝑓 𝑓 0 = 0.

Đặt 𝑓 0 = 𝑎 thì 𝑓 𝑎 = 0.

𝑃(0, 𝑎) : 𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑎 = 2𝑎 = 0 nên 𝑎 = 0, 𝑓 0 = 0.

𝑃 1 0, 𝑦 : 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑦 = 2𝑦 (2)

Vì vậy 𝑓 toàn ánh.

𝑃(𝑥, 0) : 𝑓 2021𝑥3 = 2021𝑥2𝑓 𝑥 .

Thay lại vào đề, ta có :

𝑓 2021𝑥3 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 = 2𝑦 + 𝑓 2021𝑥3

Do 2021𝑥3 toàn ánh trên ℝ, ta thay 2021𝑥3 thành 𝑥:

𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 = 2𝑦 + 𝑓 𝑥 3

Ở đây, thay 2y thành 𝑦 + 𝑓 𝑦 thì :

𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 4

Giả sử tồn tại 𝑎, 𝑏 để 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 .

𝑃 3 𝑎, 𝑏 : 𝑓 𝑎 + 𝑏 + 𝑓 𝑏 = 2𝑏 + 𝑓 𝑎

𝑃 3 𝑏, 𝑎 : 𝑓 𝑎 + 𝑏 + 𝑓 𝑎 = 2𝑎 + 𝑓 𝑏

Do đó 𝑎 = 𝑏, 𝑓 đơn ánh, suy ra 𝑓 song ánh (𝑓 toàn ánh đã chứng minh 

trên) nên 𝑓 có hàm ngược là 𝑓−1 và hàm này song ánh,

Từ (2), tác động 𝑓−1 lên hai vế ta thu được :

𝑦 + 𝑓 𝑦 = 𝑓−1 2𝑦

Vì vậy 𝑦 + 𝑓 𝑦 song ánh.

Thay 𝑦 + 𝑓 𝑦 thành 𝑦 trong 4 thì suy ra 𝑓 cộng tính. Lại có :

𝑓 2021𝑥3 = 2021𝑓 𝑥3 = 2021𝑥2𝑓 𝑥

Suy ra 𝑓 𝑥3 = 𝑥2𝑓 𝑥 . Kết hợp với 𝑓 cộng tính thì 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 (𝑎 là hằng 

số).

Thử lại vào (2) thì 𝑎2 + 𝑎 − 2 𝑦 = 0 với mọi 𝑦 nên 𝑎 = 1 hoặc 𝑎 = −2.

Thử lại vào (1), nhận cả hai TH.

Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥 với mọi 𝑥 hoặc là 𝑓 𝑥 = −2𝑥 với mọi 𝑥.
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Bài 3.10, 3.11

Bài 3.10.  𝑓 𝑥 + 𝑦2 + 𝑧 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑧 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ (1)

Giả sử tồn tại hàm 𝑓 thỏa mãn đề bài.

Dễ thấy rằng 𝑓 𝑥 ≡ 0 là hàm số thỏa mãn đề bài, xét 𝑓 𝑥 ≢ 0, nghĩa là 

tồn tại 𝑢 thuộc ℝ sao cho 𝑓 𝑢 ≠ 0 .

Thay 𝑧 = 0, 𝑥 = 𝑢 vào (1), ta được:

𝑓 𝑢 + 𝑦2 = 𝑓 𝑓 𝑢 + 𝑦𝑓 𝑢 + 𝑓 0 với mọi 𝑦 thuộc ℝ.    (2)

Thay 𝑦 bởi  
𝑦−𝑓(𝑓 𝑢 − 𝑓(0)

𝑓 𝑢
vào (2), ta được:

𝑓(𝑢 + (
𝑦−𝑓(𝑓 𝑢 − 𝑓 0

𝑓 𝑢
)2) = 𝑦 ∀𝑦 ∈ ℝ, hay 𝑓 là hàm toàn ánh trên ℝ.

Thay 𝑦 = 𝑧 = 0 vào (1), ta được: 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 0 , vì 𝑓 toàn ánh 

trên ℝ nên 𝑓 𝑥 = 𝑥–𝐶, 𝐶 là 1 hằng số bất kì.

Thử lại vào (1), ta được 𝐶 = 0 hay 𝑓 𝑥 = 𝑥 với mọi 𝑥 thuộc ℝ.

Vậy có 2 hàm số thỏa mãn là 𝑓 𝑥 ≡ 0 ∀𝑥 ∈ ℝ hay 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ.

Bài 3.11. 𝑓 𝑥 − 𝑦 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦

Trước hết ta nhận nghiệm hàm 𝑓 ≡ 0.

Ta chứng minh nếu 𝑓 không đồng nhất 0 thì  𝑓 đơn ánh. Giả sử ngược lại, 

hay tồn tại 𝑎 > 𝑏 sao cho 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 .

Từ 2 phép thế 𝑃 𝑥, 𝑎 , 𝑃 𝑥, 𝑏 ta được 𝑓 𝑥 − 𝑎 + 𝑐 = 𝑓 𝑥 − 𝑏 + 𝑐 hay 

𝑓 tuần hoàn với chu kì 𝑇 = 𝑎 − 𝑏 ≥ 1.

Khi đó 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑖 với 𝑖 là số dư của phép chia 𝑥 cho 𝑇, do đó 𝑖 ∈
{0,1, … , 𝑇 − 1}

Do đó tập giá trị của 𝑓 𝑥 chính là tập 𝑓 0 ,… , 𝑓 𝑇 − 1 . Tập này hữu 

hạn nên ta chọn được 𝑑 sao cho 𝑓 𝑑 lớn nhất.

Khi đó từ 𝑃 𝑑, 𝑑 ta được 𝑓 𝑓 𝑑 = 2 𝑓 𝑑 ≤ 𝑓 𝑑 do cách chọn 𝑑, 

và do đó 𝑓 𝑑 = 0. Cũng từ cách chọn 𝑑 ta được 𝑓 ≡ 0. (trái giả thiết)

Vậy ta được 𝑓 đơn ánh.

Từ 𝑃 𝑥, 𝑦 và 𝑃 𝑦, 𝑥 ta được

𝑓 𝑥 − 𝑦 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦 − 𝑥 + 𝑓 𝑥

Suy ra 𝑥 − 𝑦 + 𝑓 𝑦 = 𝑦 − 𝑥 + 𝑓 𝑥 . Thay 𝑦 = 0 ta lại được 𝑓 𝑥 =
2𝑥 + 𝑓 0 . Thử lại vào phương trình hàm đề bài ta nhận 𝑓 0 = 0.

Kết luận: Vậy tất cả nghiệm hàm của phương trình này là

𝑓 𝑥 ≡ 0 và 𝑓 𝑥 = 2𝑥 38
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Bài 3.12, 3.13

Bài 3.12. 𝑓 𝑥3𝑓3 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓6 𝑥 + 𝑦∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

𝑃(0, 𝑦): 𝑓 𝑓 𝑦 = 𝑓6 0 + 𝑦 ∀𝑦 ∈ ℝ (2)

⟹ ƒ toàn ánh ⟹ Tồn tại 𝑎 ∈ ℝ sao cho 𝑓 𝑎 = 0.

P(𝑎, 𝑎): 𝑓 0 = 𝑎 (3)

𝑃 0, 𝑎 : 𝑎 = 𝑎6 + 𝑎 (do (3)) ⟹ 𝑎6 = 0 ⟹ 𝑎 = 0 ⟹ 𝑓 0 = 0.

𝑃(𝑥, 0): 𝑓 𝑥3𝑓3 𝑥 = 𝑓6 𝑥 (4)

(2), (3) ⟹𝑓 𝑓 𝑦 = 𝑦 (5)

𝑃(𝑓 𝑥 , 0): 𝑓 𝑥3𝑓3 𝑥 = 𝑥6 (6) (do (5))

(4), (6) ⟹𝑓6 𝑥 = 𝑥6

⟹∀𝑥 ∈ ℝ ta có 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑓(𝑥) = −𝑥 hoặc ቊ
𝑓 𝑥 = 0
𝑥 = 0

⟹ 𝑓 0 = 0

Giả sử tồn tại 𝑎, 𝑏 ≠ 0 sao cho 𝑓 𝑎 = 𝑎, 𝑓 𝑏 = −𝑏:

𝑃(𝑎, 𝑏): 𝑓 𝑎6 − 𝑏 = 𝑎6 + 𝑏

𝑓 𝑎6 − 𝑏 = 𝑎6 − 𝑏 ⇒ 𝑎6 − 𝑏 = 𝑎6 + 𝑏 ⇒ 2𝑏 = 0 ⇒ 𝑏 = 0 (vô lý)

𝑓 𝑎6 − 𝑏 = 𝑏 − 𝑎6 ⇒ 𝑏 − 𝑎6 = 𝑎6 + 𝑏 ⇒ 2𝑎6 = 0 ⇒ 𝑎 = 0 (vô lý)

Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ hoặc 𝑓 𝑥 = – 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ.

Bài 3.13. 𝑥2 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 𝑓 𝑦𝑓 𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 0;+∞ ∗

Ta chứng minh 𝑓 đơn ánh.

Giả sử tồn tại 2 số 𝑎, 𝑏 > 0 sao cho 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 .

∗ ⟺
𝑥2

𝑥 + 𝑦
=

𝑓 𝑦𝑓 𝑥

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦
∀𝑥, 𝑦 ∈ 0;+∞

Thế 𝑥 → 𝑎, 𝑦 → 𝑏 và 𝑥 → 𝑏, 𝑦 → 𝑏 vào ∗ , ta được:

𝑎2

𝑎 + 𝑏
=

𝑓 𝑏𝑓 𝑎

𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏
=

𝑓 𝑏𝑓 𝑏

𝑓 𝑏 + 𝑓 𝑏
=
𝑏2

2𝑏
Suy ra 2𝑎2𝑏 = 𝑏2 𝑎 + 𝑏 ⇒ 𝑏 2𝑎 + 𝑏 𝑎 − 𝑏 = 0 ⇒ 𝑎 = 𝑏 (𝑎, 𝑏 > 0)

Do đó, 𝑓 là hàm đơn ánh.

𝑃 1,1 : 2𝑓 1 = 2𝑓 𝑓 1 ⇒ 𝑓 1 = 1

𝑃 1, 𝑥 : 1 + 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 1 𝑓 𝑥 ,  suy ra 𝑓 𝑥 =
1

𝑥
∀𝑥 > 0

Thử lại vào ∗ , ta nhận nghiệm hàm duy nhất 𝑓 𝑥 =
1

𝑥
∀𝑥 > 0
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Bài 3.14

Bài 3.14. 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑦 = 𝑓 2𝑥 + 2𝑓 𝑦 với mọi 𝑥, 𝑦 > 0

Giả sử tồn tại hàm 𝑓 thỏa mãn yêu cầu đề bài.

Từ (1), ta có: 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑦 ≠ 𝑓 2𝑥 hay 𝑓 𝑥 ≠ 𝑥 – 2𝑦 ∀𝑥, 𝑦 > 0

(2)  

Giả sử tồn tại 𝑥0 sao cho 𝑓 𝑥0 < 𝑥0, đặt 𝑐 = 𝑥0– 𝑓 𝑥0 > 0, thay 𝑥 =

𝑥0, 𝑦 =
𝑐

2
, ta được: 0 ≠ 0 (vô lý).

Vậy 𝑓 𝑥 ≥ 𝑥 với mọi 𝑥 > 0.

Tiếp theo ta chứng minh 𝑓 là hàm đơn ánh trên ℝ+.

Giả sử tồn tại 2 giá trị 𝑎, 𝑏 thuộc ℝ+, 𝑎 ≠ 𝑏 sao cho 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 .Không 

mất tính tổng quát, giả sử 𝑏 > 𝑎 > 0, thay lần lượt 𝑦 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏 vào 

(1), kết hợp với 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 , ta được:

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑎 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑏 .   (3)

Thay lần lượt y bởi 
𝑓 𝑥+2𝑎

2
, 
𝑓 𝑥+2𝑏

2
vào (1), kết hợp với (3), ta thu được:

𝑓
𝑓 𝑥+2𝑎

2
= 𝑓

𝑓 𝑥+2𝑏

2
∀𝑥 > 0. (4)

Thay 𝑥 bởi 𝑥 – 2𝑏 vào (4), ta được:

𝑓
𝑓 𝑥

2
= 𝑓

𝑓 𝑥+2𝑏−2𝑎

2
với mọi 𝑥 > 2𝑎, cho 𝑎 > 0 đủ nhỏ, vậy điều 

này đúng với mọi 𝑥 > 0.

Suy ra 𝑓
𝑓 𝑥

2
= 𝑓

𝑓 𝑥+2𝑛 𝑏−𝑎

2
≥

𝑥+2𝑛 𝑏−𝑎

2
, với mọi 𝑛 thuộc ℕ*, 

𝑥 > 0.

Cố định 𝑥 > 0, cho 𝑛 → +∞, vì 𝑏 – 𝑎 > 0 nên ta thu được điều vô lý.

Vậy điều giả sử là sai, hay nói cách khác 𝑎 = 𝑏, khi đó 𝑓 đơn ánh trên ℝ+.
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Bài 3.14

Từ (1) ta có: 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑦 + 2𝑓 𝑧 = 𝑓 2𝑥 + 2𝑓 𝑦 + 2𝑓 𝑧

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0.

⇒ 𝑓
𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑦

2
+ 𝑓

𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑦

2
+ 2𝑧 = 𝑓 2𝑥 + 2𝑓 𝑦 +

2𝑓 𝑧 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 5 Thay 𝑦 bởi 𝑧, 𝑧 bởi 𝑦 vào (5), kết hợp với (5), ta có:

⇒ 𝑓
𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑦

2
+ 𝑓

𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑦

2
+ 2𝑧 = 𝑓 ൬

൰

𝑥+𝑓 𝑥+2𝑧

2
+

𝑓
𝑥+𝑓 𝑥+2𝑧

2
+ 2𝑦 .Vì 𝑓 đơn ánh trên R+ nên: 

⇒ 2𝑓
𝑥+𝑓 𝑥+2𝑦

2
+ 2𝑧 + 𝑓 𝑥 + 2𝑦 = 2𝑓

𝑥+𝑓 𝑥+2𝑧

2
+ 2𝑦 +

𝑓 𝑥 + 2𝑧 .⇒ 𝑓
𝑥+2𝑦

2
+ 𝑓

𝑥+2𝑦

2
+ 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑦 + 4𝑧 = 𝑓 ൬

൰

𝑥+2𝑧

2
+

𝑓
𝑥+2𝑧

2
+ 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑧 + 4𝑦 .Vì 𝑓 đơn ánh trên R+ nên: 

𝑥+2𝑦

2
+ 𝑓

𝑥+2𝑦

2
+ 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑦 + 4𝑧 =

𝑥+2𝑧

2
+ 𝑓 ቀ

ቁ

𝑥+2𝑧

2
+ 𝑥 +

𝑓 𝑥 + 2𝑧 + 4𝑦 Hay 𝑓 𝑠 – 𝑓 𝑡 = 𝑧– 𝑦 với mọi 𝑠, 𝑡, 𝑦, 𝑧 > 0.

Với 𝑧– 𝑦 bất kì thuộc ℝ, tồn tại 𝑠, 𝑡 > 0 sao 𝑓 𝑠 = 𝑓 𝑡 + 2021, ta 

hoàn tất chứng minh. 

Nhận xét:

+ Đối với những hàm ℝ+ mà 2 bên hàm đều có 𝑓 , việc suy nghĩ đến bất phương 

trình dạng 𝑓 𝑥 ≥ 𝑐𝑥, 𝑐 > 0 là 1 hướng tiếp cận dễ dàng nghĩ đến. Sử dụng bất 

phương trình này.

+ Phương pháp thêm biến là hướng tiếp cận phổ biến trong các bài toán ℝ+ bởi ta 

có thể lợi dụng tính đối xứng để đưa về đơn ánh, từ đó giải quyết yêu cầu bài toán.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 3.15, 3.16

Bài 3.15. 𝑓 𝑥 + 𝑦2 + 𝑧 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑧 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ (1)

Giả sử tồn tại hàm 𝑓 thỏa mãn đề bài.

Dễ thấy rằng 𝑓 𝑥 ≡ 0 là hàm số thỏa mãn đề bài, xét 𝑓 𝑥 ≢ 0, nghĩa là 

tồn tại 𝑢 thuộc ℝ sao cho 𝑓 𝑢 ≠ 0 .

Thay 𝑧 = 0, 𝑥 = 𝑢 vào (1), ta được:

𝑓 𝑢 + 𝑦2 = 𝑓 𝑓 𝑢 + 𝑦𝑓 𝑢 + 𝑓 0 với mọi 𝑦 thuộc ℝ.    (2)

Thay 𝑦 bởi 
𝑦−𝑓(𝑓 𝑢 − 𝑓 0 )

𝑓 𝑢
vào (2), ta được:

𝑓 𝑢 +
𝑦−𝑓 𝑓 𝑢 − 𝑓 0

𝑓 𝑢

2

= 𝑦 với mọi 𝑦 thuộc ℝ, hay 𝑓 là hàm toàn ánh 

trên ℝ.

Thay 𝑦 = 𝑧 = 0 vào (1), ta được: 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 0 , vì 𝑓 toàn ánh 

trên ℝ nên 𝑓 𝑥 = 𝑥–𝐶, 𝐶 là 1 hằng số bất kì.

Thử lại vào (1), ta được 𝐶 = 0 hay 𝑓 𝑥 = 𝑥 với mọi 𝑥 thuộc ℝ.

Vậy có 2 hàm số thỏa mãn là 𝑓 𝑥 ≡ 0 với mọi 𝑥 thuộc ℝ hay 𝑓 𝑥 = 𝑥
với mọi 𝑥 thuộc ℝ.

Bài 3.16. 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+ (1)

𝑃 1 𝑓 𝑥 , 𝑦 : 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 2

𝑃 1 𝑦, 𝑥 : 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑥

Thay vào (2), ta có 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 3

Tác động 𝑓 lên hai vế ở (1), ta có

𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦

= 𝑓 𝑥 + 2𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 4

𝑃 4 𝑓 𝑥 , 𝑥 :

𝑓 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 2𝑦 + 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦

= 𝑓 𝑥 + 2𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑥
= 𝑓 2𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑥

(Thế đối xứng)

⇒ 𝑓 𝑥 + 2𝑦 + 𝑓 𝑥 = 𝑓 2𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦 ∗
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Lời giải + Nhận xét
Bài 3.16

Xét (1): Giả sử tồn tại 𝑎 để 𝑓 𝑎 < 𝑎

𝑃 1 𝑎 − 𝑓 𝑎 , 𝑎 : 𝑓 𝑎 = 𝑓 2𝑎 − 𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑎

⇒ 𝑓 2𝑎 − 𝑓 𝑎 = 0 và 2𝑎 − 𝑓 𝑎 ∈ ℝ+ (vô lý)

Vậy với mọi 𝑥 ∈ ℝ+ thì 𝑓 𝑥 ≥ 𝑥

Xét (1): Giả sử tồn tại 𝑎, 𝑏 thực dương để 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 𝑏 > 𝑎

𝑃 1 𝑥, 𝑎 : 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑥 + 𝑎 + 𝑓 𝑎

𝑃 1 𝑥, 𝑎 : 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑏 = 𝑓 𝑥 + 𝑏 + 𝑓 𝑏

Suy ra: 𝑓 𝑥 + 𝑎 = 𝑓 𝑥 + 𝑏 𝑥 ∈ ℝ+ 5

𝑃 5 𝑡 − 𝑎 : 𝑓 𝑡 = 𝑓 𝑡 + 𝑏 − 𝑎 𝑡 ∈ ℝ+, 𝑡 ≥ 𝑎

⇒ 𝑐 = 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 = ⋯ = 𝑓 𝑎 + 𝑛 𝑏 − 𝑎 ∀𝑛 ∈ ℕ

⇒ 𝑐 ≥ 𝑎 + 𝑛 𝑏 − 𝑎 ∀𝑛 ∈ ℕ

Đẩy 𝑛 ra vô cùng thì vô lý (vì 𝑐 là hằng số). Vì vậy 𝑓 đơn ánh

𝑃 1 2𝑥, 𝑦 : 𝑓 2𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 2𝑥 + 𝑦 + 𝑓 𝑦

𝑃 1 2𝑦, 𝑥 : 𝑓 2𝑦 + 𝑓 𝑥 = 𝑓 2𝑦 + 𝑥 + 𝑓 𝑥

Áp dụng (*), ta có 𝑓 2𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 2𝑦 + 𝑓 𝑥

Do 𝑓 đơn ánh nên 2𝑥 + 𝑓 𝑦 = 2𝑦 + 𝑓 𝑥

⇒ 𝑓 𝑦 − 2𝑦 = 𝑓 𝑥 − 2𝑥 = 𝑓 1 − 2 = 𝑐

⇒ 𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 𝑐 (c là hằng số)

Thử lại 2𝑥 + 2𝑦 + 3𝑐 = 𝑉𝑇 = 𝑉𝑃 = 2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑐. Do đó 𝑐 = 0

Vậy 𝑓 𝑥 = 2𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ
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Lời giải + Nhận xét
Bài 4.1

Bài 4.1. ൝
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑦 = 𝑓 −𝑥 + 2𝑔 𝑦 + 𝑥𝑔 𝑦 − 6 1

𝑔 𝑦 = 𝑔 2𝑓 𝑥 − 𝑦 2
∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

a) 𝑃 1 𝑥; 2020 :

𝑓 𝑥 − 𝑔 2020 = 𝑓 −𝑥 + 2𝑔 2020 + 𝑥𝑔 2020 − 6

⇒ 𝑓 𝑥 − 𝑔 2020 − 𝑓 −𝑥 + 2𝑔 2020 = 𝑥𝑔 2020 − 6 là hàm bậc 

nhất theo 𝑥 (do 𝑔 2020 > 0 ).

Vậy với mọi 𝑡 ∈ ℝ, ∃𝑎, 𝑏 sao cho 𝑓 𝑎 − 𝑓 𝑏 = 𝑡. (*)

𝑃 2 𝑧, 𝑦 : 𝑔 2𝑓 𝑧 − 𝑦 = 𝑔 𝑦 = 𝑔 2𝑓 𝑥 − 𝑦 .

Thay 𝑦 thành 2𝑓 𝑥 − 𝑦 ta được 2𝑓 𝑧 − 2𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑔 𝑦 .

Từ (*) suy ra 𝑔 𝑦 = 𝑔 𝑦 + 2𝑡 ∀𝑦, 𝑡 ∈ ℝ, từ đây dễ dàng suy ra 𝑔 là 

hàm hằng.

b) Ta suy ra được 𝑔 𝑥 = 𝑐 ∀𝑥 ∈ ℝ với 𝑐 là số thực dương nào đó (do 

𝑔 2021 > 0)

Thế vào (1) ta được 𝑓 𝑥 − 𝑐 = 𝑓 −𝑥 + 2𝑐 + 𝑐𝑥 − 6

Thay 𝑥 =
3𝑐

2
, ta được 

3𝑐2

2
= 6 hay 𝑐 = 2 (do 𝑐 dương).

Vậy ta có 𝑓 𝑥 − 2 = 𝑓 −𝑥 + 4 + 2𝑥 − 6. Thay 𝑥 thành 𝑥 + 3 ta được 

𝑓 𝑥 + 1 = 𝑓 −𝑥 + 1 + 2𝑥

Hay 𝑓 𝑥 + 1 − 𝑥 + 1 = 𝑓 −𝑥 + 1 − −𝑥 + 1 hay ℎ 1 + 𝑥 =
ℎ 1 − 𝑥 tức là điều phải chứng minh.

Nhận xét: Nếu biết phương pháp thì việc chứng minh 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 toàn ánh rồi 

thêm biến vào (2) là khá tự nhiên (vì nhu cầu tạo 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 mà không ảnh hưởng 

đến biến 𝑦 đang khá tự do trong biểu thức) từ đó có lời giải trên. Câu a) có một cách 

giải khác bằng việc thay 𝑥 =
3

2
𝑔 𝑦 vào (1) rồi loại trường hợp 𝑔 𝑦 = −2, bạn đọc 

có thể thử.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 4.2

Bài 4.2. 𝑓2 𝑥 + 2𝑦𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥 với mọi 𝑥, 𝑦 thuộc ℝ (1)

Giả sử tồn tại hàm 𝑓 thỏa mãn đề bài.

Nếu 𝑓 𝑥 ≡ 0 với mọi 𝑥 thuộc ℝ, thử lại vào (1), ta nhận.

Giả sử tồn tại giá trị 𝑥0 thuộc ℝ sao cho 𝑓 𝑥0 ≠ 0, thay 𝑥 bởi 𝑥0 vào (1), ta 

được: 𝑓2 𝑥0 + 2𝑦𝑓 𝑥0 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥0 ∀𝑦 ∈ ℝ.      (2)

Thay 𝑦 bởi 
𝑦−𝑓2 𝑥0

2𝑓 𝑥0
vào (2): 𝑦 + 𝑓

𝑦 − 𝑓2 𝑥0

2𝑓 𝑥0
= 𝑓

𝑦 − 𝑓2 𝑥0

2𝑓 𝑥0
+ 𝑓 𝑥

0

Suy ra 𝑓
𝑦 − 𝑓2 𝑥0

2𝑓 𝑥0
+ 𝑓 𝑥

0

− 𝑓
𝑦 − 𝑓2 𝑥0

2𝑓 𝑥0
= 𝑦 với mọi 𝑦 thuộc ℝ.

Vì vế phải của biểu thức trên là 1 hàm bậc nhất nên 𝑓 𝑥 – 𝑓 𝑦 toàn ánh với 

mọi 𝑥, 𝑦 thuộc ℝ.

Thay 𝑦 bởi −𝑓 𝑥 vào (1), ta được:

𝑓 −𝑓 𝑥 − 𝑓2 𝑥 = 𝑓 0 hay 𝑓 −𝑓 𝑥 = 𝑓2 𝑥 + 𝑓 0 ∀𝑥 ∈ ℝ

Thay y vởi −𝑓 𝑦 vào (1), ta được:

𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 = 𝑓2 𝑥 – 2𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 + 𝑓 −𝑓 𝑦

= 𝑓2 𝑥 – 2𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 + 𝑓2 𝑦 + 𝑓 0 = 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦
2
+ 𝑓 0

Vì 𝑓 𝑥 – 𝑓 𝑦 toàn ánh với mọi 𝑥, 𝑦 thuộc ℝ nên 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 𝑐 với mọi 𝑥

thuộc ℝ, 𝑐 = 𝑓 0 , thử lại ta nhận.

Vậy có duy nhất 1 hàm số thỏa đề bài là 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 𝑐 với mọi 𝑥 thuộc ℝ, 

𝑐 là hằng số bất kì.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 4.3, 4.4

Bài 4.3. 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 3𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 − 2𝑥 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Đặt 𝑓 0 = 𝑎.

𝑃 0, 𝑥 : 𝑓 𝑓 𝑥 = 3𝑎 + 𝑓 𝑥

𝑃 𝑥, 0 : 𝑓 𝑥 + 𝑎 = 3𝑓 𝑥 + 𝑎 − 2𝑥 ⇒ 𝑓 𝑥 + 𝑎 − 3𝑓 𝑥 = 𝑎 − 2𝑥

⇒ ∀𝑥 ∈ ℝ: ∃𝑎, 𝑏 ∈ ℝ: 𝑥 = 𝑓 𝑎 − 3𝑓 𝑏 ∗

𝑃 −𝑓 𝑥 , 𝑥 : 𝑎 = 𝑓 −𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 = 3𝑓 −𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 2𝑓 𝑥

⇒ 𝑓 −𝑓 𝑥 = −𝑓 𝑥 +
𝑎

3

𝑃 −2𝑓 𝑥 , 𝑥 :−𝑓 𝑥 +
𝑎

3
= 𝑓 −𝑓 𝑥 = 3𝑓 −2𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 + 4𝑓 𝑥

⇒ 𝑓 −2𝑓 𝑥 = −2𝑓 𝑥 +
𝑎

9

𝑃 −3𝑓 𝑥 , 𝑥 : −2𝑓 𝑥 +
𝑎

9
= 𝑓 −2𝑓 𝑥 = 3𝑓 −3𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 +

6𝑓 𝑥 ⇒ 𝑓 −3𝑓 𝑥 = −3𝑓 𝑥 +
𝑎

27

𝑃 −3𝑓 𝑥 , 𝑦 : 𝑓 𝑓 𝑦 − 3𝑓 𝑥 = 3𝑓 −3𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 + 6𝑓 𝑥

⇒ 𝑓 𝑓 𝑦 − 3𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 − 3𝑓 𝑥 +
𝑎

9

Mà có ∗ nên 𝑓 𝑥 = 𝑥 +
𝑎

9
∀𝑥 ∈ ℝ. Thử lại vào giả thiết: 𝑎 = 0.

Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ.

Bài 4.4.  𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑥 + 𝑓 𝑦
4
− 𝑥4 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Nếu 𝑓 hằng: suy ra 𝑓 ≡ 0, thử lại thỏa đề bài.

Xét 𝑓 khác hằng: tồn tại 𝑎 ∈ ℝ: 𝑓 𝑎 ≠ 0.

𝑃 𝑥, 𝑎 : 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑎 − 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑓 𝑎
4
− 𝑥4 (1)

Vế phải (1) là 1 đa thức bậc 3 theo ẩn 𝑥 (do 𝑓 𝑎 ≠ 0) nên nhận mọi giá trị 

trên ℝ ⇒ ∀𝑥 ∈ ℝ: ∃𝑎, 𝑏 ∈ ℝ: 𝑥 = 𝑓 𝑎 − 𝑓 𝑏 ∗

𝑃 −𝑓 𝑥 , 𝑥 : 𝑓 0 = 𝑓 −𝑓 𝑥 + 04 − 𝑓4 𝑥

𝑃 −𝑓 𝑥 , 𝑦 : 𝑓 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 = 𝑓 −𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥
4
− 𝑓4 𝑥

⇒ 𝑓 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥 = 𝑓 0 + 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥
4

Mà có ∗ nên 𝑓 𝑥 = 𝑥4 + 𝑐 với mọi 𝑥 ∈ ℝ

Thử lại nhận với mọi 𝑐 ∈ ℝ.

Vậy có 2 nghiệm hàm là 𝑓 ≡ 0 và 𝑓 𝑥 = 𝑥4 + 𝑐 với 𝑐 tùy ý.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 4.5

Bài 4.5. 𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦2 = 𝑓 𝑥 2 − 2𝑓 𝑥 𝑦2 + 𝑓 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (1)

Dễ thấy hàm 𝑓 ≡ 0 thỏa mãn phương trình hàm. Ta xét các hàm 𝑓 không 

đồng nhất 0, hay ∃𝑎: 𝑓 𝑎 ≠ 0

𝑃 0; 0 : 𝑓 𝑓 0 = 𝑓 0 2 + 𝑓 𝑓 0 ⇒ 𝑓 0 = 0.

𝑃 𝑥; 0 : 𝑓 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 2. Thay 𝑦 = 𝑎 ta được 𝑓 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑎 2 > 0.

𝑃 0; 𝑦 : 𝑓 −𝑦2 = 𝑓 𝑓 𝑦 .

𝑃 𝑎; 𝑦 : 𝑓 𝑓 𝑎 − 𝑦2 − 𝑓 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑎 2 − 𝑓 𝑎 𝑦2 là hàm bậc nhất theo 

𝑦2 có hệ số bậc nhất âm, hệ số tự do dương (do cách chọn 𝑎) nên toàn ánh 

trên ℝ≤0. (*) 

𝑃 𝑧; 𝑦 : 𝑓 𝑓 𝑧 − 𝑦2 = 𝑓 𝑧 2 − 2𝑓 𝑧 𝑦2 + 𝑓 𝑓 𝑦 (2)

Lấy (1) trừ (2) vế theo vế ta được

𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦2 − 𝑓 𝑓 𝑧 − 𝑦2 = 𝑓 𝑥 2 − 2𝑓 𝑥 𝑦2 − 𝑓 𝑧 2 − 2𝑓 𝑧 𝑦2

= 𝑓 𝑥 − 𝑦2 2 − 𝑓 𝑧 − 𝑦2 2

Thay 𝑥 thành 𝑓 𝑎 − 𝑥2, 𝑧 thành 𝑓 𝑥 trong phương trình trên ta được

𝑓 𝑓 𝑓 𝑎 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑓 𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦2

= 𝑓 𝑓 𝑎 − 𝑥2 − 𝑦2 2 − 𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦2
2
∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Do 𝑓 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 2 ≥ 0 với mọi 𝑥 thực nên ta có thể thay 𝑦2 thành 𝑦2 +

𝑓2 𝑥 trong phương trình trên, được

𝑓 𝑓 𝑓 𝑎 − 𝑥2 − 𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦2 − 𝑓 −𝑦2

= 𝑓 𝑓 𝑎 − 𝑥2 − 𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦2
2
− −𝑦2 2

Do (*) nên ta có thể thay 𝑓 𝑓 𝑎 − 𝑥2 − 𝑓 𝑓 𝑥 thành −𝑡2 , ta được

𝑓 −𝑡2 − 𝑦2 − 𝑓 −𝑦2 = −𝑡2 − 𝑦2 2 − −𝑦2 2 ∀𝑦, 𝑡 thực.

Thay 𝑦 = 0 vào ta được 𝑓 −𝑡2 = 𝑡4 hay 𝑓 𝑥 = 𝑥2 ∀𝑥 không dương .

Mà 𝑓 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 2 nên 𝑓 𝑥2 = 𝑥4 ∀𝑥 không dương hay 𝑓 𝑥 = 𝑥2 ∀𝑥

không âm. Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥2 ∀𝑥 thực.

Kết luận: Các nghiệm hàm của phương trình (1) là 𝑓 ≡ 0 và 𝑓 𝑥 = 𝑥2.
Nhận xét: Câu này có phần phức tạp hơn các câu trước do 𝑥2 không toàn ánh trên ℝ, 

do đó cần cẩn thận trong việc nhận xét về sự toàn ánh của 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 , tuy nhiên nếu 

đã nắm được ý tưởng của phương pháp này, cùng với các tính chất về dấu của biểu 

thức trong bài thì chỉ cần sự cẩn thận để có thể xử lý điều kiện một

cách ổn thỏa.
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Lời giải + Nhận xét
Bài 4.6, 4.7

Bài 4.6. 𝑓 𝑥 2 + 2𝑦𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑥

Ta nhận hàm 𝑓 ≡ 0. Bây giờ ta xét hàm số 𝑓 không đồng nhất 0, hay 

∃𝑐: 𝑓 𝑐 ≠ 0.

𝑃 𝑐; 𝑦 : 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑐 − 𝑓 𝑦 = 2𝑦𝑓 𝑐 + 𝑓 𝑐 2 là hàm bậc nhất theo 𝑦

(do 𝑓 𝑐 ≠ 0) nên toàn ánh. (1)

𝑃 𝑥;−𝑓 𝑥 : −𝑓 𝑥 2 + 𝑓 −𝑓 𝑥 = 𝑓 0

⇒ 𝑓 −𝑓 𝑥 = 𝑓 0 + 𝑓 𝑥 2 ∀𝑥 ∈ ℝ.

𝑃 𝑥;−𝑓 𝑦 : 𝑓 𝑥 2 − 2𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑦 2 + 𝑓 0 = 𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 .

Do (1) nên ta có 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 𝑓 0 = 𝑥2 + 𝑎 ∀𝑎 ∈ ℝ. Thử lại ta nhận 

hàm.

Vậy tất cả hàm thỏa mãn phương trình hàm trên là 𝑓 𝑥 = 𝑥2 + 𝑎, với 𝑎 là 

số thực bất kì.

Bài 4.7. 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦2 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

𝑃 0, 𝑥 : 𝑓 𝑓 0 + 𝑥2 = 𝑓 𝑓 0 + 𝑥𝑓 𝑥

𝑃 0,−𝑥 : 𝑓 𝑓 0 + 𝑥2 = 𝑓 𝑓 0 − 𝑥𝑓 −𝑥

𝑃 0, 𝑥 − 𝑃 0,−𝑥 ⇒ 𝑓 𝑥 = −𝑓 −𝑥 ⇒ 𝑓 0 = 0 ⇒ 𝑃 0, 𝑥 : 𝑓 𝑥2 =

𝑥𝑓 𝑥

⇒ 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦2 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦2 (1)

𝑃 −𝑥, 𝑦 : 𝑓 𝑓 −𝑥 + 𝑦2 = 𝑓 𝑓 −𝑥 + 𝑦𝑓 𝑦

⇒ 𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦2 = 𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑦𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦2

(2)

Từ (1), (2) suy ra 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ (3)
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Lời giải + Nhận xét
Bài 4.7

Kí hiệu 𝑄 𝑥, 𝑦 là phép thế vào (3)

𝑄 1, 𝑥 : 𝑓 𝑥 + 1 = 𝑓 𝑥 + 1

𝑃 0, 𝑥 + 1 :

𝑓 𝑥2 + 2𝑥 + 1 = 𝑥 + 1 𝑓 𝑥 + 1 = 𝑥 𝑓 𝑥 + 1 + 𝑓 𝑥 + 1

= 𝑓 𝑥2 + 𝑓 𝑥 + 1 + 𝑥

⇒ 𝑥 = 𝑓 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝑓 −𝑥2 + 𝑓 −𝑥 − 1

⇒ ∀𝑥 ∈ ℝ: ∃𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ: 𝑥 = 𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 + 𝑓 𝑐 ∗

𝑄 𝑥, 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑧 : 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑧 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓൫

൯

𝑓 𝑦 +

𝑓 𝑧 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑓 𝑧 (4)

𝑄 𝑥, 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑧 + 𝑡 : 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑧 + 𝑡 = 𝑓 𝑓 𝑥 +

𝑓 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑧 + 𝑡 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑓 𝑧 + 𝑓 𝑡 (5)

Lấy (5) – (4): 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑧 + 𝑡 = 𝑓 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 + 𝑓 𝑧 +

𝑓 𝑡

Mà có ∗ nên 𝑓 𝑥 + 𝑡 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑡 hay 𝑓 cộng tính trên ℝ.

Ta tính 𝑓 𝑥 + 1 2 bằng 2 cách:

𝑓 𝑥 + 1 2 = 𝑥 + 1 𝑓 𝑥 + 1 = 𝑥 + 1 𝑓 𝑥 + 1

𝑓 𝑥 + 1 2 = 𝑓 𝑥2 + 𝑓 2𝑥 + 𝑓 1 = 𝑥 + 2 𝑓 𝑥 + 1

Từ đó: 𝑥 + 1 𝑓 𝑥 + 1 = 𝑥 + 2 𝑓 𝑥 + 1 ⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥

Vậy 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ∈ ℝ.

Nhận xét: Bài này tổng quát ý tưởng toàn ánh theo 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 thành 

toàn ánh theo 1 hàm 𝑔 𝑓 (ở đây 𝑔 𝑓 = 𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏 + 𝑓 𝑐 ).
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Lời giải + Nhận xét
Bài 4.8

Bài 4.8. 𝑓 𝑥2 + 𝑓 𝑦2 + 2𝑥𝑓 𝑦 = 𝑓2 𝑥 + 𝑓 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ

Dễ thấy hàm 𝑓 ≡ 0 thỏa đề bài.

Xét 𝑓 ≠ 0: tồn tại 𝑎 ∈ 𝑅: 𝑓 𝑎 ≠ 0. Đặt 𝑓 0 = 𝑏.

𝑃 𝑏, 𝑥 : 𝑓 𝑏2 + 𝑓 𝑥2 + 2𝑏𝑓 𝑥 = 𝑓2 𝑏 + 𝑓 𝑥

𝑃 𝑓 𝑥 , 0 : 𝑓 𝑓2 𝑥 + 𝑏 + 2𝑓 𝑥 . 𝑏 = 𝑓2 𝑓 𝑥 + 𝑏

⇒ 𝑓 𝑓2 𝑥 = 𝑓 𝑥2 − 𝑏 + 𝑓 𝑏2 = 𝑓 𝑥2 + 𝑐 (với 𝑐 = −𝑏 + 𝑓 𝑏2 )

𝑃 −𝑓 𝑥 , 𝑥 : 𝑓 𝑓2 𝑥 + 𝑓 𝑥2 − 2𝑓 𝑥 . 𝑓 𝑥 = 𝑓2 −𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 = 𝑏2

⇒ 𝑓 𝑥2 + 𝑐 + 𝑓 𝑥2 − 2𝑓2 𝑥 = 𝑏2 ⇒ f x2 = f2 x + d (với 𝑑 =
𝑏2−𝑐

2
)

𝑃 𝑥, 𝑎 : 𝑓 𝑥2 + 𝑓 𝑎2 + 2𝑥𝑓 𝑎 = 𝑓2 𝑥 + 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑎
2

− 𝑑

⇒ 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑎
2

− 𝑓 𝑥2 = 𝑓 𝑎2 + 2𝑥𝑓 𝑎 + 𝑑

⇒ {𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 | 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} = ℝ (do {𝑓 𝑎2 + 2𝑥𝑓 𝑎 + 𝑑 | 𝑥 ∈ ℝ } =
ℝ) ∗

𝑃 −𝑓 𝑥 , 𝑦 : 𝑓 𝑓2 𝑥 + 𝑓 𝑦2 − 2𝑓 𝑥 𝑓 𝑦 = 𝑓2 −𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦

⇒ 𝑓2 𝑥 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑓2 𝑦 + 𝑑 − 2𝑓 𝑥 . 𝑓 𝑦 = 𝑓 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥
2

− 𝑑

⇒ 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥
2
+ 𝑐 + 3𝑑 = 𝑓 𝑓 𝑦 − 𝑓 𝑥

2

Mà do ∗ nên 𝑓 𝑥2 = 𝑥2 + 𝑒 với 𝑒 = 𝑐 + 3𝑑 ⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑒 ∀𝑥 ≥ 0

Thế lại 𝑥, 𝑦 ≥ 0 vào giả thiết, ta được 𝑒 = 0 ⇒ 𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ≥ 0

Lại có: 𝑓2 𝑥 = 𝑓 𝑥2 − 𝑑 = 𝑓2 −𝑥 nên 𝑓 −𝑥 = ±𝑓 𝑥

Thử lại trực tiếp vào giả thiết ta nhận nghiệm hàm 𝑓 như sau:

𝑓 𝑥 = 𝑥 ∀𝑥 ≥ 0, 𝑓 𝑥 = 𝑖 𝑥 . 𝑥 ∀𝑥 < 0

với 𝑖 𝑥 : −∞, 0 → {1,−1} bất kì.
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