
 

 



 

 

a) Tỉ số kép 

Định nghĩa 1. Cho ba điểm 𝐴, 𝐵, 𝐶 thẳng hàng. Tỉ số đơn của 𝐴, 𝐵, 𝐶 là 

một số, kí hiệu là (𝐴𝐵𝐶), được xác định: (𝐴𝐵𝐶) =
𝐶𝐴

𝐶𝐵
. 

Định nghĩa 2. Bộ bốn điểm khác nhau đôi một, có kể thứ tự, cùng nằm 

trên một đường thẳng được gọi là hàng điểm. Tỉ số kép của hàng điểm 

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, kí hiệu là (𝐴𝐵𝐶𝐷) được xác định như sau: (𝐴𝐵𝐶𝐷) =
𝐶𝐴

𝐶𝐵
∶  

𝐷𝐴

𝐷𝐵
. 

Như vậy, từ định nghĩa trên có thể thấy ngay các tính chất cơ bản của một 

tỉ số kép: 

• (𝐴𝐵𝐶𝐷) = (𝐶𝐷𝐴𝐵) = (𝐵𝐴𝐷𝐶) = (𝐷𝐶𝐵𝐴). 

• (𝐴𝐵𝐶𝐷) =
1

(𝐵𝐴𝐶𝐷)
. 

• (𝐴𝐵𝐶𝐷) = 1 − (𝐴𝐶𝐵𝐷) = 1 − (𝐷𝐵𝐶𝐴). 

• (𝐴𝐵𝐶𝐷) = (𝐴𝐵𝐶𝐷′) thì 𝐷′ trùng 𝐷. 

Định nghĩa 3. Bộ bốn đường thẳng đôi một khác nhau, có kể đến thứ tự, 

cùng thuộc một chùm đầy đủ đường thẳng được gọi là chùm đường thẳng. 

Định lý 1. Cho chùm đường thẳng 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 tâm 𝑆. Một đường thẳng ∆ 

không qua 𝑆 lần lượt cắt 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 tại 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Khi đó (𝐴𝐵𝐶𝐷) không phụ 

thuộc vào cách chọn ∆, số không đổi nói trên được gọi là tỉ số kép của 

chùm 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑. Kí hiệu là (𝑎𝑏, 𝑐𝑑). 



 

 

Phép chiếu xuyên tâm 

Định nghĩa 4. Cho hai đường thẳng 𝑑, 𝑑′ và một điểm 𝑆 không thuộc 𝑑, 𝑑′. 

Xét ánh xạ 𝑓 đi từ đường thẳng 𝑑 vào đường thẳng 𝑑′, xác định như sau: 

Với 𝐴 thuộc 𝑑, 𝑓(𝐴) = 𝐴′ sao cho 𝑆, 𝐴, 𝐴′ thẳng hàng. Khi đó 𝑓 được gọi 

là phép chiếu xuyên tâm. Điểm 𝑆 được gọi là tâm chiếu cùa 𝑓. 

Từ đó, định lý 1 có thể hiểu đơn giản hơn: Phép chiếu xuyên tâm bảo toàn 

tỉ số kép của hàng điểm.  

Nhận xét. 

1. Trên mặt phẳng, mỗi phương đều có một điểm vô cùng ứng với 

phương đó. Vì vậy ta có thể xem các đường thẳng song song đồng 

quy tại điểm vô cùng ứng với phương của các đường thẳng đó. 

2. Nhờ những cách chọn tâm chiếu khác nhau, ta có thể thu được vô số 

hàng điểm có cùng tỉ số kép với hàng điểm 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ban đầu. 

3. Từ đó, ta có thể quy ước tỉ số đơn (𝐴𝐵𝐶) = (𝐴𝐵𝐶∞).  

Như vậy, ta có định lý sau: 

Định lý 2. Cho chùm đường thẳng 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 tâm 𝑂. Một đường thẳng ∆ 

không đi qua O lần lượt cắt 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 tại 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Một đường thẳng ∆′|| 𝑑 

khi và chỉ khi (𝐴𝐵𝐶𝐷) = (𝐴′𝐵′𝐶′) (= 𝑂(𝐴𝐵𝐶𝐷) = (𝐴′𝐵′𝐶′∞) =

(𝐴′𝐵′𝐶′)). 

 



 

 

Tỉ số kép của bốn điểm trên đường tròn 

Trước hết, ta phát biểu một định lý sau: 

Định lý 3. Với mọi chùm 𝑆(𝐴𝐵𝐶𝐷), ta có: 𝑆(𝐴𝐵𝐶𝐷) =
sin (𝑆𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)

sin (𝑆𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)
∶

 
sin (𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑆𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)

sin (𝑆𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑆𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)
. 

Chú ý rằng trong định lý 3, các điểm 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 không nhất thiết cùng nằm 

trên một đường thẳng. 

Định lý 4. Cho bốn điểm 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 cố định trên đường tròn (𝑂) và một 

điểm 𝑀 chuyển động trên (𝑂). Khi đó 𝑀(𝐴𝐵𝐶𝐷) không đổi. 

 

Chứng minh. Dễ thấy định lý 4 là hệ quả trực tiếp của định lý 3. 

Định nghĩa 5. Tỉ số kép 𝑀(𝐴𝐵𝐶𝐷) được gọi là tỉ số kép của bốn điểm 

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 trên đường tròn (𝑂).Do tính bất biến của nó khi tâm chiếu di 

động trên (𝑂), ta kí hiệu là (𝐴𝐵𝐶𝐷). 

Khảo sát vị ví tương đối của cặp 𝐶, 𝐷 và cặp 𝐴, 𝐵 trên (𝑂), ta thấy dấu của 

sin (𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )

sin (𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗)
∶  

sin (𝑀𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )

sin (𝑀𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗,𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗)
 luôn dương khi 𝐶,𝐷 đối với đường thẳng 𝐴𝐵 là 

luôn âm trong trường hợp còn lại. Vậy ta có nhận xét sau. 

Nhận xét. Kết hợp với định lý 3, ta có thể viết lại (𝐴𝐵𝐶𝐷) dưới dạng 



 

 

 (𝐴𝐵𝐶𝐷) =
𝐶𝐴

𝐶𝐵
∶

𝐷𝐴

𝐷𝐵
 khi 𝐶, 𝐷 nằm cùng phía với đường thẳng 𝐴𝐵. 

 (𝐴𝐵𝐶𝐷) = −
𝐶𝐴

𝐶𝐵
∶

𝐷𝐴

𝐷𝐵
 khi 𝐶, 𝐷 nằm khác phía đối với đường thẳng 𝐴𝐵. 

Như vậy, với trường hợp tâm chiếu nằm trên đường tròn, ta có thể chiếu từ 

đường tròn lên đường thẳng, đường thẳng lên đường tròn và đường tròn 

lên đường tròn (Nếu tâm chiếu là giao điểm của hai đường tròn).  

Ngoài ra, như đã biết, phép nghịch đảo bảo toàn tỉ số kép nên ta có tính 

chất sau: Cho đường tròn (𝑂) và điểm 𝑆 không nằm trên (𝑂). Cho bốn 

điểm 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 nằm trên (𝑂). Khi đó, 𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 𝑆𝐶, 𝑆𝐷 lần lượt cắt (𝑂) tại 

𝐴′, 𝐵′, 𝐶′, 𝐷′ thì (𝐴𝐵𝐶𝐷) = (𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′). 

 

Tính chất cơ bản của tỉ số kép 

Tính chất 1. Cho hai đường thẳng 𝑑 và 𝑑′ cắt nhau tại 𝑂. Các điểm 

𝐴, 𝐵, 𝐶 trên 𝑑 và các điểm 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ trên 𝑑′. Khi đó 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶′ đồng quy 

hoặc đôi một song song khi (𝑂𝐴𝐵𝐶) = (𝑂𝐴′𝐵′𝐶′). 

Tính chất 2. Cho ba điểm 𝐴, 𝐵, 𝐶 trên mặt phẳng và hai điểm 𝑂, 𝑂′. Khi 

đó 𝐴, 𝐵, 𝐶 thẳng hàng ⇔ 𝑂(𝑂′𝐴𝐵𝐶) = 𝑂′(𝑂𝐴𝐵𝐶). 

Tính chất 3. Nếu hai chùm 𝑂(𝐴𝐵𝐶𝐷) và 𝑂′(𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′) có 𝑂𝐴 ⊥ 𝑂′𝐴′, 𝑂𝐵 

⊥ 𝑂′𝐵′, 𝑂𝐶 ⊥ 𝑂′𝐶′, 𝑂𝐷 ⊥ 𝑂′𝐷′ thì 𝑂(𝐴𝐵𝐶𝐷) = 𝑂′(𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′) (Tính chất 

về chùm trực giao). 

Tính chất 4. Các phép biến hình thông thường (các phép dời hình, đồng 

dạng, phép nghịch đảo) đều bảo toàn tỉ số kép. 



 

 

b) Hàng điểm điều hòa, chùm điều hòa 

Định nghĩa 6. Nếu (𝐴𝐵𝐶𝐷) = −1 thì 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 được gọi là một hàng 

điểm điều hòa. Nói cách khác 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 là một hàng điểm điều hòa ⇔ 

𝐶𝐴

𝐶𝐵
= −

𝐷𝐴

𝐷𝐵
. 

Nhận xét. Nếu (𝐴𝐵𝐶𝐷) = −1 thì (𝐵𝐴𝐶𝐷) = (𝐵𝐴𝐷𝐶) = (𝐴𝐵𝐷𝐶) =

(𝐶𝐷𝐵𝐴) = (𝐶𝐷𝐴𝐵) = (𝐷𝐶𝐴𝐵) = (𝐷𝐶𝐵𝐴) = −1. 

Định lý 5. Cho hàng điểm (𝐴𝐵𝐶𝐷) với 𝐼 là trung điểm của 𝐴𝐵. Khi đó các 

điều sau tương đương. 

i) (𝐴𝐵𝐶𝐷) = −1 

ii) 𝐼𝐴
2

= 𝐼𝐶. 𝐼𝐷 (hệ thức Newton) 

iii) 𝐶𝐼. 𝐶𝐷 = 𝐶𝐴. 𝐶𝐵 (hệ thức Maclaurin) 

iv) 
2

𝐴𝐵
=

1

𝐴𝐶
+

1

𝐴𝐷
 (hệ thức Descartes) 

Các chùm điều hòa cơ bản 

Định lý 6. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 với 𝐴𝐷, 𝐴𝐸 lần lượt là phân giác trong, 

ngoài của góc 𝐴 (𝐷, 𝐸 ∈ 𝐵𝐶). Khi đó (𝐷𝐸𝐵𝐶) = −1. 

Định lý 7. Cho điểm P bất kì không nằm trên cạnh của tam giác 𝐴𝐵𝐶. 

𝐴𝑃, 𝐵𝑃, 𝐶𝑃 cắt các cạnh đối diện tại 𝐷, 𝐸, 𝐹. 𝐸𝐹 cắt 𝐵𝐶 tại 𝐾. Gọi 𝐿 là 

giao điểm của 𝐴𝐷 𝑣à 𝐸𝐹. Khi đó (𝐵𝐶𝐷𝐾) = (𝐸𝐹𝐿𝐾) = (𝐴𝑃𝐿𝐷) = −1. 

Định lý 8. Cho điểm P nằm ngoài đường tròn (𝑂). Từ 𝑃 kẻ các tiếp tuyến 

𝑃𝐴, 𝑃𝐵 và 𝑐á𝑡 𝑡𝑢𝑦ể𝑛 𝑃𝐶𝐷 tới (𝑂); 𝑄 là giao 𝐶𝐷 với 𝐴𝐵. Khi đó 

(𝑃𝑄𝐶𝐷) = −1.  



 

 

Các tính chất cơ bản của hàng điểm điều hòa, chùm điều hòa 

Tính chất 5. Cho chùm 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 và một đường thẳng ∆. Khi đó nếu có 2 

trên 3 tính chất sau thì sẽ có tính chất còn lại: 

i) (𝑎𝑏, 𝑐𝑑) = −1 

ii) ∆ song song với một đường của chùm 

iii) ∆ định ra trên 3 đường của chùm 2 đoạn thẳng bằng nhau 

Tính chất 6. Cho chùm điều hòa 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑. Các điều kiện sau đây là tương 

đương: 

i) 𝑐 ⊥ 𝑑 

ii) 𝑐 là phân giác của góc tạo bởi 𝑎, 𝑏 

iii) 𝑑 là phân giác của góc tạo bởi 𝑎, 𝑏 



 

 

c) Tứ giác điều hòa 

Định nghĩa 7. Tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷 được gọi là điều hòa nếu (𝐴𝐶𝐵𝐷) = −1 hay 

𝐴𝐵. 𝐶𝐷 = 𝐴𝐷. 𝐵𝐶. 

Định lý 9. Cho tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷 nội tiếp (𝑂). Các điều kiện sau là tương 

đương: 

i) (𝐴𝐶𝐵𝐷) = −1 

ii) 𝐴𝐶 là đối trung của tam giác 𝐵𝐴𝐷 và 𝐵𝐶𝐷 

iii) 𝐵𝐷 𝑙à đố𝑖 𝑡𝑟𝑢𝑛𝑔 𝑐ủ𝑎 𝑡𝑎𝑚 𝑔𝑖á𝑐 𝐴𝐵𝐶 và 𝐴𝐷𝐶 

iv) Tiếp tuyến tại 𝐴 và 𝐶 cắt nhau trên 𝐵𝐷 

v) Tiếp tuyến tại 𝐵 và 𝐷 cắt nhau trên 𝐴𝐶 

Tiếp theo, ta sẽ đi tới phần chứng minh các định lý quen thuộc và quan 

trọng sau: 

Định lý Pappus: Cho 𝐴, 𝐵, 𝐶 nằm trên cùng 1 đường thẳng và 𝐴’, 𝐵′, 𝐶′ 

nằm trên cùng 1 đường thẳng 

khác. 𝐵𝐶′ cắt 𝐶𝐵′ tại 𝑋, 𝐶𝐴′ 

cắt 𝐴𝐶′ tại 𝑌, 𝐴𝐵′ cắt 𝐵𝐴′ tại 

𝑍. Khi đó 𝑋, 𝑌, 𝑍 thẳng hàng. 

Chứng minh. 

Vẽ 𝐴𝐵 cắt 𝐴′𝐵′ tại 𝑂, 𝐵𝐶′ cắt 

𝐶𝐴′ tại 𝐸, 𝐴𝐶′ cắt 𝐵𝐴′ tại 𝐹. 

Ta có: 

 (𝐵𝐸𝑋𝐶’) = 𝐶(𝐵𝐸𝑋𝐶’) = 𝐶(𝑂𝐴’𝐵’𝐶’) = 𝐴(𝑂𝐴’𝐵’𝐶’) = 𝐴(𝐵𝐴’𝑍𝐹) =

(𝐵𝐴’𝑍𝐹) 

⇒  𝐸𝐴′, 𝑋𝑍, 𝐶′𝐹 đồng quy ⇒ 𝑋, 𝑌, 𝑍 thẳng hàng.  

Một cách tương tự ta thu được định lý Pascal:  

Cho 6 điểm 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ cùng thuộc một đường tròn. Khi đó giao 

điểm các cặp đường thẳng (𝐴𝐵′, 𝐵𝐴′), (𝐴𝐶′, 𝐶𝐴′), (𝐵𝐶′, 𝐵′𝐶) thẳng hàng. 

Để tránh bị ngộ nhận người ta thường kí hiệu 6 điểm như sau ( 𝐴   𝐵    𝐶
𝐴′  𝐵′  𝐶′). 



 

 

Trong trường hợp 2 điểm 𝐴 ≡ 𝐵′, ta có thể coi đường thẳng 𝐴𝐵′ là tiếp 

tuyến của đường tròn tại 𝐴. 

Định lý Desargues: Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 và tam giác 𝐴′𝐵′𝐶′. 𝐵𝐶 cắt 𝐵′𝐶′ tại 

𝑋, 𝐶𝐴 cắt 𝐶′𝐴′ tại 𝑌, 𝐴𝐵 cắt 𝐴′𝐵′ tại 𝑍. Chứng minh 𝑋, 𝑌, 𝑍 thẳng hàng khi 

và chỉ khi 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶′ đồng quy hoặc đôi một song song.  

Vẽ 𝐴𝐴′ cắt 𝐵𝐶, 𝐵′𝐶′ lần lượt tại 𝐷 và 𝐷′, ta có: 

𝑋, 𝑌, 𝑍 thẳng hàng 

⇔ 𝐴(𝐴’𝑋𝑍𝑌) = 𝐴’(𝐴𝑋𝑍𝑌)  

⇔ 𝐴(𝐷𝑋𝐵𝐶) = 𝐴’(𝐷’𝑋𝐵’𝐶’) ⇔ (𝐷𝑋𝐵𝐶) = (𝐷’𝑋𝐵’𝐶’) 

⇔ 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶′ đồng quy hoặc đôi một song song. 

 

 

 



 

 

Ví dụ 1. Cho tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷 nội tiếp khác hình thang cân có 𝐴𝐷 ∩ 𝐵𝐶 = 𝐸, 

𝐴𝐵 ∩ 𝐶𝐷 = 𝐹, 𝐴𝐶 ∩ 𝐸𝐹 = 𝑅, 𝐵𝐷 ∩ 𝐸𝐹 = 𝑆. Gọi 𝑀, 𝑁 lần lượt là trung 

điểm 𝐴𝐶, 𝐵𝐷. Chứng minh rằng:  

 a) 𝑀, 𝑁, 𝑅, 𝑆 đồng viên 

 b) 𝐸𝐹 là tiếp tuyến chung của (𝐸𝑀𝑁), (𝐹𝑀𝑁) 

Lời giải. Gọi X = 𝐴𝐶 ∩ 𝐵𝐷. 

Ta có: Theo tính chất về hàng điểm của 

tứ giác toàn phần: 

(𝑆𝑋𝐵𝐷) = (𝑅𝑋𝐴𝐶) = -1 mà 𝑀, 𝑁 lần 

lượt là trung điểm 𝐴𝐶, 𝐵𝐷 

⇒ 𝑋𝑅̅̅ ̅̅  ∙ 𝑋𝑀̅̅̅̅̅ = 𝑋𝐴̅̅ ̅̅  ∙ 𝑋𝐶̅̅ ̅̅  = 𝑋𝐵̅̅ ̅̅  ∙ 𝑋𝐷̅̅ ̅̅  = 𝑋𝑁̅̅ ̅̅  

∙ 𝑋𝑆̅̅̅̅  (hệ thức Maclaurin) 

⇒ 𝑀, 𝑁, 𝑅, 𝑆 đồng viên 

Mặt khác, gọi 𝐺 = 𝑀𝑁 ∩ 𝐸𝐹 thì theo tính chất của đường thẳng Gauss, 𝐺 

là trung điểm 𝐸𝐹 mà (𝑆𝑅𝐸𝐹) = -1  

⇒ 𝐺𝐸2 = 𝐺𝐹2 = 𝐺𝑅̅̅ ̅̅  ∙ 𝐺𝑆̅̅̅̅  = 𝐺𝑁̅̅ ̅̅  ∙ 𝐺𝑀̅̅̅̅̅  

⇒ 𝐸𝐹 tiếp xúc (𝐸𝑀𝑁) và (𝐹𝑀𝑁) 

 

Ví dụ 2. Cho △ 𝐴𝐵𝐶 nhọn không cân và (𝑂) đi qua các đỉnh 𝐵, 𝐶 cắt các 

cạnh 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 ở 𝐷, 𝐸. Giả sử 𝐵𝐸 ∩ 𝐶𝐷 = 𝐼. Gọi 𝑀, 𝑁 là trung điểm 𝐵𝐸, 𝐶𝐷 

và 𝑀𝑁 cắt 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 lần lượt tại 𝑃, 𝑄. Chứng minh 𝐴𝐼 là đối trung △ 𝐴𝑃𝑄. 



 

 

Lời giải. Ta gọi {𝐹} = ∩ 𝐵𝐶, {𝑇} 

= 𝑀𝑁 ∩ 𝐴𝐹 và kéo dài 𝐵𝐸, 𝐶𝐷 

cắt 𝐴𝐹 ở 𝑋, 𝑌 

⇒ Áp dụng ví dụ 1 ở trên, ta có 

𝑇𝐴 tiếp xúc (𝐴𝑀𝑁) và 𝑀𝑁𝑋𝑌 là 

tứ giác nội tiếp 

Tiếp theo ta có △ 𝐴𝐸𝐵 ~ △ 𝐴𝐷𝐶 

(g.g) ⇒ △ 𝐴𝑀𝐵 ~ △ 𝐴𝑁𝐶  

⇒ 𝐴𝑀, 𝐴𝑁 đẳng giác trong 

∠𝐴𝑃𝑄. 

⇒ (𝐴𝑀𝑁) tiếp xúc (𝐴𝑃𝑄) 

⇒ 𝑇𝐴 tiếp xúc (𝐴𝑃𝑄). 

Mặt khác (𝑌𝐼𝐷𝐶) = -1 nên 𝐴(𝑌𝐼𝐷𝐶) = 𝐴(𝑇𝐼𝐵𝐶) = -1 mà 𝑇𝐴 là tiếp tuyến 

(𝐴𝑃𝑄) ⇒ 𝐴𝐼 là đối trung △ 𝐴𝑃𝑄. 

Bài 1. Cho ∆𝐴𝐵𝐶, các đường cao 𝐴𝐷, 𝐵𝐸, 𝐶𝐹 cắt nhau tại 𝐻. Gọi 𝑀 là 

trung điểm của 𝐴𝐷 và 𝐾 là giao điểm của 𝐴𝐷 và 𝐸𝐹. Chứng minh rằng 𝐾 

là trực tâm ∆𝑀𝐵𝐶. 

Bài 2. Cho ∆𝐴𝐵𝐶 và đường trong (𝐼) nội tiếp tam giác tiếp xúc với 

𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 lần lượt tại 𝐷, 𝐸, 𝐹. Một đường thẳng bất kì đi qua 𝐼 cắt 𝐵𝐶 và 

𝐸𝐹 lần lượt tại 𝑀 và 𝑁. Chứng minh rằng 𝐴𝐼 là phân giác ∠𝑀𝐴𝑁. 

Bài 3. (China TST 2002) Cho 𝐴𝐵𝐶𝐷 là tứ giác lồi. 𝐴𝐵 giao 𝐶𝐷 tại 

𝐸; 𝐴𝐷 giao 𝐵𝐶 tại 𝐹; 𝐴𝐶 giao 𝐵𝐷 tại 𝑃. Gọi 𝑂 là hình chiếu của 𝑃 lên 𝐸𝐹. 

Chứng minh ∠𝐵𝑂𝐶 = ∠𝐴𝑂𝐷. 

Bài 4. Cho tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷 nội tiếp (𝑂). Gọi 𝑇 là giao của 𝐴𝐶 và 𝐵𝐷, 𝐸 là 

giao của 𝐴𝐷 và 𝐵𝐶. Gọi 𝑀,𝑁 là trung điểm 𝐴𝐵, 𝐶𝐷. Chứng minh rằng 𝑇𝐸 

tiếp xúc (𝑇𝑀𝑁). 

 



 

 

Ví dụ 3. (China TST 2008) Cho △ 𝐴𝐵𝐶 có 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶 và đường tròn nội 

tiếp (𝐼) tiếp xúc với 𝐵𝐶 ở 𝐷. Trên 𝐴𝐷 lấy điểm 𝐾 sao cho 𝐶𝐷 = 𝐶𝐾. Giả 

sử 𝐴𝐷 cắt (𝐼) lần nữa tại 𝐺 và 𝐺𝐵 ∩ 𝐶𝐾 = 𝐿. Chứng minh 𝐾 là trung điểm 

𝐶𝐿. 

Lời giải. ta gọi 𝐸, 𝐹 lần lượt là 

giao của (𝐼) với 𝐴𝐶, 𝐴𝐵 và 𝑄 = 

𝐸𝐹 ∩ 𝐶𝐵. 

⇒ 𝐺𝐸𝐷𝐹 là tứ giác điều hòa 

mà 𝑄𝐹𝐸 là cát tuyến còn 𝑄𝐷 là 

tiếp tuyến của (𝐼)  

⇒ 𝑄𝐺 là tiếp tuyến (𝐼) ⇒ 𝑄𝐺 = 

𝑄𝐷 

⇒ ∠𝑄𝐺𝐷 = ∠𝑄𝐷𝐺 = ∠𝐾𝐷𝐶 = 

∠𝐷𝐾𝐶  

⇒ 𝑄𝐺 ∥ 𝐿𝐶 mà 𝐺(𝑄𝐷𝐵𝐶) = −1 

⇒ 𝐾 là trung điểm 𝐶𝐿. 

Ví dụ 4. (Philippines 2008) Cho P nằm ngoài 

đường tròn (O); hai tiếp tuyến kẻ từ P đến (O) 

tiếp xúc (O) tại A, B. Điểm C bất kỳ trên cung 

nhỏ AB. PC cắt (O) tại D. Đường thẳng qua B 

song song PA cắt AC, AD tại E, F. Chứng minh B 

trung điểm EF. 

Theo tính chất tứ giác điều hòa, (ACBD) = −1 

Dùng phép chiếu xuyên tâm B từ đường tròn lên 

đường thẳng PD: 

(ACBD) = (ICPD) = −1 (do B cũng thuộc (O) nên khi chiếu sẽ là tiếp 

tuyến PB chiếu) 

Tiếp tục dùng phép chiếu xuyên tâm A lên đường thẳng GB: 



 

 

(ICPD) = (BHPG) = −1  ⇒  
𝐻𝑃

𝐻𝐵
=

𝐺𝑃

𝐺𝐵
 

 

Mặt khác, theo định lý Thales: 
𝐻𝑃

𝐻𝐵
=

𝐴𝑃

𝐵𝐸
  và  

𝐺𝑃

𝐺𝐵
=

𝐴𝑃

𝐵𝐹
 

⇒ 𝐵𝐸 = 𝐵𝐹 ⇒ 𝐵 trung điểm 𝐸𝐹 

Ví dụ 5. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nội tiếp đường tròn (𝑂). Gọi 𝑀,𝑁 lần lượt là 

trung điểm 𝐴𝐵, 𝐴𝐶; 𝑃 là giao điểm của tiếp tuyến tại 𝐴 của (𝑂) và 𝐵𝐶. 𝑃𝑂 

cắt 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 tại 𝐸, 𝐹. Chứng minh rằng 𝐸𝑁, 𝐹𝑀, 𝐴𝑂 đồng quy. 

 Phân tích. Gọi 𝑆 là giao 𝑀𝑁 với 𝑃𝑂 

𝐸𝑁, 𝐹𝑀, 𝐴𝑂 đồng quy ⇔ (𝑆𝑂𝐹𝐸) =

−1 

Nếu gọi 𝑇 là giao của 𝐴𝑂 với 𝑀𝑁 

Ta chỉ cần chứng minh (𝑆𝑇𝑁𝑀) =

−1 

Hay: 𝑂(𝑆𝑇𝑁𝑀) = −1  

Để ý: 𝑂𝑀 ⊥ 𝐴𝐵, 𝑂𝑁 ⊥ 𝐴𝐶, 𝑂𝐴 ⊥ 𝐴𝑃 

Nên ta kẻ 𝐴𝐷 ⊥ 𝑂𝑆 (𝐷 ∈ (𝑂)) 

Khi đó theo tính chất của chùm trực giao thì 𝐴(𝐵𝐶𝑃𝐷) = 𝑂(𝑀𝑁𝐴𝑆) 

Mà 𝐴(𝐵𝐶𝑃𝐷) = −1 hiển nhiên ⇒ 𝐸𝑁, 𝐹𝑀, 𝐴𝑂 đồng quy. 

Ví dụ 6. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 có tâm nội tiếp (𝐼) và 𝑃, 𝑄 là hai điểm liên 

hợp đẳng giác với tam giác 𝐴𝐵𝐶. Gọi 𝐸, 𝐹 là giao điểm của 𝐵𝐼, 𝐶𝐼 với 

𝐴𝐶, 𝐴𝐵. Gọi 𝐺,𝐾, 𝐿 là giao điểm của 𝐴𝑃, 𝐵𝑃, 𝐶𝑃 với 𝐵𝐶, 𝐴𝐶, 𝐴𝐵. Chứng 

minh rằng 𝐼 thuộc 𝐾𝐿 khi và chỉ khi 𝑄 thuộc 𝐸𝐹 khi và chỉ khi 𝐺 thuộc 𝐼𝑄.  



 

 

Lời giải. Giả sử ta có 𝐼 ∈ 𝐾𝐿  

Ta chứng minh: 𝐹, 𝑄, 𝐸 thẳng hàng 

⇔ 𝐵(𝐶𝐹𝑄𝐸) = 𝐶(𝐵𝐹𝑄𝐸) 

Xét phép đối xứng trục phân giác 𝐵𝐼: 

 𝐵𝐶 → 𝐵𝐴, 𝐵𝐹 → 𝐵𝐶, 𝐵𝑄 → 𝐵𝑃, 𝐵𝐸 →

𝐵𝐸 

⇔ 𝐵(𝐶𝐹𝑄𝐸) = 𝐵(𝐴𝐶𝑃𝐸) = (𝐴𝐶𝐾𝐸) 

Tương tự ta có: 

⇔ 𝐶(𝐵𝐹𝑄𝐸) = (𝐴𝐹𝐿𝐵) 

Mà (𝐴𝐹𝐿𝐵) = (𝐴𝐶𝐾𝐸) do 𝐹𝐶, 𝐿𝐾, 𝐵𝐸 đồng quy. 

⇔ 𝐹, 𝑄, 𝐸 thẳng hàng 

Theo bài toán 2 dưới ví dụ 1, 2 ta có 𝐴𝐼 là phân giác ∠𝐺𝐴𝑄 ⇔ 𝐺 ∈ 𝐼𝑄 

Bài 1. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶. Các điểm 𝑀,𝑁 thuộc 𝐵𝐶. Các điểm 𝑃, 𝑄 lần 

lượt thuộc 𝐴𝐶, 𝐴𝐵.𝑀𝑃 cắt 𝑁𝑄 tại 𝑂,𝐵𝑂 cắt 𝑁𝑃 tại 𝐾, 𝐶𝑂 cắt 𝑀𝑄 tại 𝐿. 

Chứng minh 𝐴𝑂, 𝐵𝐿, 𝐶𝐾 đồng quy. 

Bài 2. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nội tiếp (𝑂). Tiếp tuyến tại 𝐴, 𝐵, 𝐶 của (𝑂) lần 

lượt cắt 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 tại 𝐷, 𝐸, 𝐹. Chứng minh 𝐷, 𝐸, 𝐹 thẳng hàng. 

Bài 3. Cho ∆𝐴𝐵𝐶 nội tiếp đường tròn (𝑂) có 𝑇 là giao điểm hai tiếp tuyến 

tại 𝐵 và 𝐶. Một đường thẳng 𝑑 đi qua 𝑇 sao cho 𝑑 cắt đoạn thẳng 𝐴𝐵 ở 𝐷 

và cắt tia đối tia AC ở 𝐸. Gọi 𝑀 là trung điểm 𝐷𝐸. Đường thẳng 𝑀𝐴 cắt 

lại (𝑂) ở 𝐾. Chứng minh đường tròn ngoại tiếp ∆𝑇𝑀𝐾 tiếp xúc với (𝑂). 

Bài 4. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 có (𝐼) nội tiếp, (𝐽) bàng tiếp góc 𝐴. 𝐼𝐽 cắt 𝐵𝐶 tại 

𝐾. Chứng minh (𝐼), (J) và (𝜔) đường kính 𝐴𝐾 đồng trục. 

Bài 5. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nội tiếp (𝑂), đường cao 𝐵𝐸 và 𝐶𝐹. Gọi 𝑀,𝑁, 𝑃 

lần lượt là trung điểm 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵.𝑁𝐹 cắt 𝑃𝐸 tại 𝑋. 𝐴𝑋 cắt 

(𝐴𝐸𝐹) tại 𝐾 khác 𝐴. Chứng minh 𝐾𝑀,𝑂𝑋 cắt nhau tại (𝐴𝐸𝐹). 



 

 

Bài 6. (Olympic Chuyên KHTN 2017) Cho ∆𝐴𝐵𝐶 không cân có đường 

tròn nội tiếp (𝐼) tiếp xúc với 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 lần lượt tại các điểm 𝐷, 𝐸, 𝐹. Trên 

đường thẳng 𝐸, 𝐹 lấy các điểm 𝑀,𝑁 sao cho 𝐶𝑀 ∥ 𝐵𝑁 ∥ 𝐷𝐴. 𝐷𝑀,𝐷𝑁 lần 

lượt cắt đường tròn (𝐼) tại 𝑃, 𝑄 khác 𝐷. 

a) Chứng minh rằng 𝐵𝑃, 𝐶𝑄, 𝐴𝐷 đồng qui tại điểm 𝐽 

b) Gọi 𝑋 là trung điểm 𝑃𝑄. Chứng minh 𝐽𝑋 đi qua trung điểm 𝑀𝑁 

Bài 7. (APMO 2013) Cho tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷 nội tiếp đường tròn (𝑂). 𝑃 nằm 

trên tia 𝐴𝐶 sao cho 𝑃𝐵, 𝑃𝐷 tiếp xúc với (𝑂). Tiếp tuyến của (𝑂) tại 𝐶 cắt 

𝑃𝐷 tại 𝑄, 𝐴𝐷 tại 𝑅. 𝐸 là giao điểm thứ hai của 𝐴𝑄 và (𝑂). Chứng minh 

rằng 𝐵, 𝐸, 𝑅 thẳng hàng. 

Bài 8. (Kosovo 2020) Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nội tiếp đường tròn (𝑂) có phân 

giác ngoài ∠𝐵𝐴𝐶 cắt (𝑂) tại 𝐷. Gọi 𝑋 là chân đường vuông góc kẻ từ 𝐶 

xuống 𝐴𝐷 và 𝐹 là giao điểm phân giác trong ∠𝐵𝐴𝐶 với 𝐵𝐶. Chứng minh 

𝐵𝑋 đi qua trung điểm 𝐴𝐹. 

Bài 9. (Thầy Trần Quang Hùng) Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nhọn và 𝐷 là 1 điểm 

bất kỳ thuộc đoạn 𝐴𝐶. Giả sử rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác 𝐴𝐵𝐷 cắt 

đoạn thẳng 𝐵𝐶 tại 𝐸 khác 𝐵. Tiếp tuyến tại 𝐵, 𝐷 của đường tròn ngoại tiếp 

tam giác 𝐴𝐵𝐷 cắt nhau tại 𝑇. 𝐴𝑇 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 𝐴𝐵𝐷 

tại 𝐹 khác 𝐴. Cho 𝐶𝐹 giao 𝐷𝐸 tại 𝐺, 𝐴𝐺 giao 𝐵𝐶 tại 𝐻. Gọi 𝑀 là trung 

điểm của 𝐴𝐹, 𝐴𝐸 giao 𝑀𝐷 tại 𝑁. Chứng minh 𝐻𝑁||𝐴𝑇.  

Bài 10. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶. 𝑃 là điểm bất kỳ trên mặt phẳng. Qua 𝑃 kẻ 

đường thẳng vuông góc 𝑃𝐴 cắt 𝐵𝐶 tại 𝐴1, tương tự xác định 𝐵1, 𝐶1. Chứng 

minh rằng 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 thẳng hàng. 

Bài 11. (Thầy Trần Quang Hùng) Cho Δ𝐴𝐵𝐶 nội tiếp (𝑂), trực tâm 𝐻. Gọi 

𝐴𝐷 là đường cao, 𝑀 là trung điểm 𝐵𝐶. Lấy 𝐼, 𝐽 lần lượt thuộc 𝐵𝐶, 𝐴𝐷 sao 

cho 𝐻𝐼 // 𝐴𝑂, 𝐼𝐽 // 𝐴𝑀. Lấy 𝐾 đối xứng 𝐼 qua 𝐽. Chứng minh rằng 

𝐴𝐾,𝑂𝐻, 𝐵𝐶 đồng quy. 

Bài 12. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nhọn có đường tròn tâm 𝑀 đường kính 𝐵𝐶 cắt 

𝐴𝐶, 𝐴𝐵 tại 𝐸, 𝐹. Đường cao qua 𝐴 của tam giác cắt (𝑀) tại 𝑃. Gọi 



 

 

(𝐼1), (𝐼2) là đường tròn nội tiếp tam giác 𝑀𝑃𝐸,𝑀𝑃𝐹. Chứng minh rằng 

giao điểm của hai tiếp tuyến chung ngoài của (𝐼1), (𝐼2) thuộc 𝐵𝐶. 

Bài 13. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nhọn, đường cao 𝐵𝐷 cắt đường tròn đường 

kính 𝐴𝐶 tại 𝑁, 𝑄 (𝑄 nằm ngoài tam giác); đường cao 𝐶𝐸 cắt đường tròn 

đường kính 𝐴𝐵 tại 𝑀, 𝑃 (𝑃 nằm ngoài tam giác). Gọi 𝐻 là trực tâm tam 

giác 𝐴𝐵𝐶. Chứng minh rằng 𝑃𝑁,𝑀𝑄, 𝐵𝐶 đồng quy tại 𝐾 và 𝐵𝑀, 𝐶𝑁,𝐻𝐾 

đồng quy. 

Bài 14. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶. 𝐸, 𝐹, 𝐾 thuộc cạnh 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 sao cho 

𝐴𝐸, 𝐵𝐹, 𝐶𝐾 đồng quy tại 𝐼. Đường thẳng qua 𝐼 song song 𝐸𝐹 lần lượt cắt 

𝐸𝐵, 𝐸𝐾 tại 𝐷,𝑀. Chứng minh 𝑀 là trung điểm 𝐼𝐷. 

Bài 15. (Thầy Lê Bá Khánh Trình) Cho tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷 thỏa tồn tại (𝐼) có 

tâm 𝐼 trên đoạn 𝐴𝐵 và (𝐼) tiếp xúc 𝐴𝐷, 𝐵𝐶 lần lượt tại 𝐸, 𝐹. 𝐵𝐸 cắt 𝐶𝐹 tại 

𝐾, 𝐴𝐷 cắt 𝐵𝐶 tại 𝑇. Lấy 𝐻 bất kì trên đoạn 𝑇𝐾. Tia đối tia 𝐻𝐴,𝐻𝐵 lần lượt 

cắt (I) tại 𝑀,𝑁. Chứng minh rằng tâm của (𝐼𝑀𝑁) thuộc 1 đường cố định 

khi 𝐻 chạy trên 𝑇𝐾. 

Bài 16. Cho tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷 nội tiếp. 𝑀 trung điểm 𝐶𝐷 và 𝑁 là điểm nằm 

trên (𝐴𝐵𝑀) thỏa  
𝐴𝑁

𝐵𝑁
=

𝐴𝑀

𝐵𝑀
. Chứng minh 𝐸, 𝐹,𝑁 thẳng hàng với 𝐸 là giao 

điểm 𝐴𝐶 và 𝐵𝐷;  𝐹 là giao điểm 𝐵𝐶 và 𝐴𝐷. 

 

 

 

Bài 17. (Chọn đội tuyển Hà Nam) Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nhọn, không cân có 

trọng tâm 𝐺, tâm ngoại tiếp 𝑂. Gọi 𝐷, 𝐸, 𝐹 lần lượt là tâm ngoại tiếp các 

tam giác 𝐺𝐵𝐶, 𝐺𝐶𝐴, 𝐺𝐴𝐵.  Chứng minh rằng 𝑂 là trọng tâm tam giác 𝐷𝐸𝐹. 

Bài 18. (Chọn đội tuyển Bình Thuận) Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nhọn không cân 

có điểm 𝐷 nằm trong tam giác sao cho ∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐴𝐷𝐶. Gọi 𝑀,𝑁 lần lượt 

là điểm đối xứng với 𝐷 qua các cạnh 𝐴𝐵, 𝐴𝐶. Gọi 𝐴𝐻 là đường cao của 



 

 

tam giác và (𝐴𝐷𝐻) cắt lại 𝐵𝐶 ở 𝑇. Chứng minh rằng các điểm 𝑀,𝑁, 𝑇 

thẳng hàng. 

Bài 19. Cho tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷 nội tiếp (𝐴𝐵 không song song 𝐶𝐷). 𝑀,𝑁 theo 

thứ tự là trung điểm của 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 . Đường tròn ngoại tiếp tam giác 𝐴𝐵𝑁 cắt 

𝐶𝐷 tại 𝑃. Đường tròn ngoại tiếp tam giác 𝐶𝐷𝑀 cắt 𝐴𝐵 tại 𝑄. Chứng minh 

rằng 𝐴𝐶, 𝐵𝐷, 𝑃𝑄 đồng quy. 

Bài 20. (Thầy Trần Quang Hùng) Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nội tiếp (𝑂), có các 

tâm bàng tiếp ứng với các đỉnh 𝐴, 𝐵, 𝐶 lần lượt là 𝐼𝑎 , 𝐼𝑏 , 𝐼𝑐. Các chân phân 

giác ngoài trên các cạnh của tam giác 𝐴𝐵𝐶 cùng nằm trên đường thẳng 𝑑. 

Các đường thằng qua 𝐼𝑎 vuông 𝐵𝐶, qua 𝐼𝑏 vuông 𝐴𝐶, qua 𝐼𝑐 vuông 𝐴𝐵 lần 

lượt cắt d tại 𝑋, 𝑌, 𝑍. Chứng minh 𝐴𝑋, 𝐵𝑌, 𝐶𝑍, 𝑂𝐼 đồng quy. 

Bài 21. (Dự tuyển PTNK 2012 – 2013) Cho đường tròn (𝑂) và 𝐴𝐵 là dây 

cung cố định, khác đường kính. Gọi 𝐶 là điểm chính giữa cung lớn 𝐴𝐵. 

Đường thẳng 𝑑 thay đổi qua 𝐶 cắt tiếp tuyến tại 𝐴 và tại 𝐵 của (𝑂) lần lượt 

tại 𝐷, 𝐸. Gọi 𝑃 là giao điểm khác 𝐶 của 𝑑 và (𝑂), 𝑄 là giao điểm của 

𝐴𝐸, 𝐵𝐷. Chứng minh 𝑃𝑄 đi qua điểm cố định khi 𝑑 thay đổi. 



 

 

Bài 22. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nhọn nội tiếp đường tròn (𝑂) và điểm 𝐷 thay 

đổi trên cung 𝐵𝐶 nhỏ, 𝐷𝐶,𝐷𝐵 cắt 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 tại 𝐸, 𝐹 và 𝐸𝐹 cắt 𝐵𝐶 tại 𝐾. 

Đường tròn qua 𝐷 tiếp xúc 𝐴𝐾 tại 𝐴 lần lượt cắt 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 tại 𝑀,𝑁. Chứng 

minh 𝑀𝑁 đi qua điểm cố định. 

Bài 23. Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 nội tiếp (𝑂), có 𝐼 là tâm nội tiếp; 𝑃,𝑄 là hai 

điểm liên hợp đẳng giác trong tam giác 𝐴𝐵𝐶 và nằm trên 𝐴𝐼, 𝑇 là hình 

chiếu của 𝑄 trên 𝐵𝐶. Chứng minh khi 𝑃,𝑄 di chuyển trên 𝐴𝐼 thì đường 

thẳng qua 𝑇 vuông góc 𝑂𝑃 đi qua một điểm cố định.  

Bài 24. Cho đường tròn nội tiếp (𝑂) của tam giác 𝐴𝐵𝐶. Gọi 𝑀 là trung 

điểm của 𝐵𝐶. 𝐴𝑀 cắt (𝑂) tại hai điểm 𝐾, 𝐿 (𝐾 nằm giữa 𝐴, 𝐿). Qua 𝐾 kẻ 

đường thẳng song song với 𝐵𝐶 cắt (𝑂) tại điểm thứ hai là 𝑋. Qua 𝐿, kẻ 

đường thẳng song song với 𝐵𝐶 cắt (𝑂) tại điểm thứ hai 

là 𝑌.  𝐴𝑋, 𝐴𝑌 cắt 𝐵𝐶 tại 𝑄, 𝑃. Chứng minh 𝑀 là trung điểm của 𝑃𝑄.  



 

 

 

 
 

Bài tập ví dụ 1 - 2 

Bài 1. Dễ thấy (𝐴𝐻𝐾𝐷) = −1 (Hàng 

điều hòa cơ bản) 

Lại có 𝑀 là trung điểm 𝐴𝐻 nên 

𝐷𝐾.𝐷𝑀 = 𝐷𝐻.𝐷𝐴 (Hệ thức 

Maclaurin) 

Mà 𝐷𝐵. 𝐷𝐶 = 𝐷𝐻.𝐷𝐴 nên 

𝐷𝐾.𝐷𝑀 = 𝐷𝐵. 𝐷𝐶, vậy 𝐾 là trực 

tâm ∆𝑀𝐵𝐶 (đpcm). 

Bài 2. Phân giác ngoài của ∠𝐴 của ∆𝐴𝐵𝐶 cắt 𝐵𝐶 và 𝑀𝑁 lần lượt tại 𝐽 và 

𝐾. 

Dễ dàng chứng minh 𝐽, 𝐹, 𝐸 

nên ta xét ∆𝐽𝐸𝐶 có 𝐶𝐹, 𝐵𝐸, 𝐽𝐼 

đồng qui, 𝐹𝐸 cắt 𝐸𝐶 tại 𝐴 

nên 𝐽(𝐴𝐼𝐸𝐶) = −1. 

 ⇒ −1 = 𝐽(𝐴𝐼𝐸𝐶) =

𝐽(𝐾𝐼𝑁𝑀) = (𝐾𝐼𝑁𝑀) 

Lại có 𝐴𝐼 ⊥ 𝐴𝐾 nên 𝐴𝐼 là 

phân giác ∠𝐴𝑀𝑁. 



 

 

Bài 3. Gọi 𝑅 là giao điểm 𝐹𝑃 với 𝐶𝐷; 𝑆 là giao 

điểm 𝐴𝐶 với 𝐸𝐹. 

Ta có (𝐶𝐷𝑅𝐸) = −1 

Dùng phép chiếu xuyên tâm 𝐹 lên đường thẳng 

𝐶𝑆:  (𝐶𝐷𝑅𝐸) = (𝐶𝐴𝑃𝑆) = −1 

Mặt khác, do 𝑂𝑆 ⊥ 𝑂𝑃  

⇒ 𝑂𝑃 là phân giác ∠𝐴𝑂𝐶    (1) 

Chứng minh tương tự, 𝑂𝑃 phân giác ∠𝐵𝑂𝐷    (2) 

(1), (2) ⇒  ∠𝐵𝑂𝐶 = ∠𝐴𝑂𝐷  

Bài 4. Gọi 𝑃, 𝑄 là giao điểm của 𝐸𝑇 với 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 và 𝐹 là giao của 𝐴𝐵 và 

𝐶𝐷. 

Gọi 𝐺 là trung điểm 𝑇𝐸. 

 Dễ thấy (𝐹𝑃𝐴𝐵) = (𝐹𝑄𝐷𝐶) = −1 

⇒ 𝐹𝐴. 𝐹𝐵 = 𝐹𝑃. 𝐹𝑀 = 𝐹𝐷. 𝐹𝐶 =

𝐹𝑄. 𝐹𝑁 

⇒ Tứ giác 𝑃𝑄𝑀𝑁 nội tiếp 

Bổ đề: Cho tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷, gọi 

𝑀,𝑁 là trung điểm của 𝐴𝐵, 𝐶𝐷. Gọi 

𝐸, 𝑇 là giao điểm 𝐴𝐷 và 𝐵𝐶, 𝐴𝐶 và 

𝐵𝐷. Khi đó, 𝑀,𝑁 qua trung điểm của 𝑇𝐸. 

Rõ ràng bổ đề là hệ quả trực tiếp của đường thẳng Gauss. 

⇒ 𝑀,𝑁, 𝐺 thẳng hàng.  

Ta có: (𝐴𝑇𝑃𝑄) = −1 ⇒ 𝐺𝑇2 = 𝐺𝑃. 𝐺𝑄 = 𝐺𝑀.𝐺𝑁 

⇒ 𝑇𝐸 tiếp xúc (𝑇𝑀𝑁) 

Bài tập ví dụ 3, 4, 5, 6 



 

 

Bài 1. Gọi 𝐵𝐿 cắt 𝐶𝐾 tại 𝐼, 𝐵𝑂 cắt 𝑀𝑄 tại 

𝑈, 𝐶𝑂 cắt 𝑁𝑃 tại 𝑉, ta có: 

 𝐵(𝐴𝐼𝑂𝐶) = 𝐵(𝑄𝐿𝑈𝑀) = 𝑂(𝑄𝐿𝑈𝑀) =

𝑂(𝑁𝑉𝐾𝑃) = 𝑂(𝑉𝑁𝑃𝐾) = 𝑂(𝑃𝐾𝑉𝑁) =

𝐶(𝑃𝐾𝑉𝑁) = 𝐶(𝐴𝐼𝑂𝐵) 

⇒ 𝐴, 𝐼, 𝑂 thẳng hàng ⇒ 𝐴𝑂, 𝐵𝐿, 𝐶𝐾 đồng 

quy.  

Bài 2. Tiếp tuyến tại 𝐵 và 𝐶 của (𝑂) cắt nhau tại 𝑇, 𝐴𝑇 cắt 𝐵𝐶 tại 𝑋 ⇒ 𝐴𝑇 

là đường đối trung tam giác 𝐴𝐵𝐶 

 ⇒ −1 = 𝐴(𝐷𝑇𝐵𝐶) = (𝐷𝑋𝐵𝐶) =

(𝐷𝑋𝐶𝐵) = 𝑇(𝐷𝐴𝐹𝐸).  

Mà 𝐴(𝐷𝑇𝐵𝐶) = 𝐴(𝐷𝑇𝐹𝐸) 

⇒ 𝐷,𝐸, 𝐹 thẳng hàng. 



 

 

Bài 3. Đường thẳng qua 𝐴 song song với 𝐷𝐸 cắt lại (𝑂) ở 𝐹. ∆𝐴𝐷𝐸 có 𝑀 

là trung điểm 𝐷𝐸 và 𝐴𝐹 ∥ 𝐷𝐸 nên 𝐴(𝐸𝐷𝑀𝐹) = −1. 

⇒ −1 = 𝐴(𝐸𝐷𝑀𝐹) = 𝐴(𝐶𝐵𝐾𝐹) 

Do đó tứ giác 𝐵𝐹𝐶𝐾 là tứ giác điều hòa. 

Suy ra 𝐾𝐹 đi qua giao điểm của hai tiếp tuyến tại 𝐵 và 𝐶 của (𝑂), hay 

𝐾, 𝐹, 𝑇 thẳng hàng. 

Ta có 𝐴𝐹 ∥ 𝑀𝑇 nên phép vị tự tâm 𝐾 tỉ số 
𝐾𝐴

𝐾𝑀
  biến ∆𝐾𝑀𝑇 thành ∆𝐾𝐴𝐹 và 

biến tâm đường tròn (𝐾𝑀𝑇) thành tâm đường tròn (𝐾𝐸𝐹) nên 𝐾 nằm trên 

đường nối tâm của (𝐾𝑀𝑇) và (𝐾𝐸𝐹) và 𝐾 thuộc cả hai đường tròn nên 

(𝐾𝑀𝑇) tiếp xúc (𝐾𝐸𝐹). 



 

 

Bài 4. Gọi (𝐼), (𝐽) lần lượt tiếp xúc 𝐵𝐶 tại 𝐷, 𝐸, 𝐴𝐻 ⊥  𝐵𝐶 tại 𝐻,𝑀 là 

trung điểm 𝐵𝐶 ⇒ 𝐼𝐷 ⊥ 𝐵𝐶 và 𝐽𝐸 ⊥ 𝐵𝐶 ⇒ 𝐴𝐻 ∥ 𝐼𝐷 ∥ 𝐽𝐸.  

𝐴𝐵, 𝐴𝐶 là 2 tiếp tuyến chung ngoài của 

(𝐼)𝑣à (𝐽) 

⇒ Phép vị tự tâm 𝐴 tỉ số 
𝐴𝐼

𝐴𝐽
 biến 𝐽 thành 𝐼, (𝐽) 

thành (𝐼), 𝐸 thành 𝐹 

⇒ 𝐴, 𝐹, 𝐸 thẳng hàng, 𝐹 thuộc (𝐼) và 𝐹𝐼 ∥ 𝐸𝐽 

⇒ 𝐹, 𝐼, 𝐷 thẳng hàng  

⇒ 𝐹𝐷 là đường kính (𝐼) ⇒ 𝐼 là trung điểm 

𝐹𝐷  

 ⇒  𝐴(𝐻𝐼𝐷𝐹) = −1 ⇒ 𝐴(𝐻𝐾𝐷𝐸) = −1. 

𝑀 là trung điểm 𝐵𝐶 ⇒ 𝑀𝐵 = 𝑀𝐶, ∠𝐴𝐻𝐾 = 90° ⇒ 𝐻 thuộc (𝜔). 

𝐵𝐷 =
𝐵𝐴+𝐵𝐶−𝐴𝐶

2
 = 𝐶𝐸 ⇒ 𝐵𝑀 − 𝐵𝐷 = 𝐶𝑀 − 𝐶𝐸 ⇒ 𝑀𝐷 = 𝑀𝐸 ⇒ 𝑀 là 

trung điểm 𝐷𝐸. 

Áp dụng hệ thức Newton ⇒ 𝑀𝐷2 = 𝑀𝐸2 = 𝑀𝐾̅̅ ̅̅ ̅ . 𝑀𝐻̅̅ ̅̅ ̅ 

⇒ 𝑃𝑀/(𝐼) = 𝑃𝑀/(𝐽) = 𝑃𝑀/(𝜔) ⇒ 𝑀 thuộc 3 trục đẳng phương của (𝐼),(𝐽), 

(𝜔). 

Mà 3 tâm của (𝐼), (𝐽), (𝜔) thẳng hàng ⇒ (𝐼), (𝐽) và (𝜔) đồng trục. 

Bài 5. Gọi 𝐵𝐸 cắt 𝐶𝐹 tại 𝐻,𝑂𝐻 cắt 

(𝐴𝐸𝐹) tại 𝐷 khác 𝐻,𝐵𝑁 cắt 𝐶𝑃 tại 

𝐺,𝑁𝑃 cắt 𝐸𝐹 tại 𝑌 ⇒ 𝐻,𝐺, 𝑂 thẳng 

hàng. 

∠𝐴𝐸𝐻 = ∠𝐴𝐹𝐻 = 90° ⇒ 𝐴𝐻 là 

đường kính (𝐴𝐸𝐹) 

⇒ ∠𝐴𝐾𝐻 =  ∠𝐴𝐷𝐻 =  90°. 



 

 

∠𝐴𝑀𝑂 = ∠𝐴𝑁𝑂 = ∠𝐴𝐷𝑂 = 90° ⇒  𝐴, 𝐷,𝑀, 𝑁, 𝑂 thuộc đường tròn 

đường kính 𝐴𝑂. 

𝑁,𝐸, 𝑃, 𝐹 thuộc đường tròn Euler tam giác 𝐴𝐵𝐶 

⇒ 𝑌𝐸̅̅ ̅̅  . 𝑌𝐹̅̅ ̅̅  = 𝑌𝑁̅̅ ̅̅  . 𝑌𝑃̅̅ ̅̅  ⇒ 𝑃𝑌/(𝐴𝐸𝐹) = 𝑃𝑌/(𝐴𝑀𝑁) ⇒ 𝑌 thuộc trục đẳng 

phương của (𝐴𝐸𝐹) và (𝐴𝑀𝑁)  ⟹  𝐴, 𝑌, 𝐷 thẳng hàng. 

Áp dụng định lí Pappus: 𝐵𝐸 cắt 𝐶𝐹 tại 𝐻,𝐵𝑁 cắt 𝐶𝑃 tại 𝐺, 𝐸𝑃 cắt 𝐹𝑁 tại 

𝑋 ⇒  𝐻, 𝐺, 𝑋 thẳng hàng. 

Ta có: 𝐻𝐸 ⊥ 𝐴𝑁,𝐻𝐹 ⊥ 𝐴𝑃,𝐻𝑂 ⊥ 𝐴𝑌,𝐻𝐾 ⊥ 𝐴𝑋 

⇒ 𝐻(𝐸𝐹𝑂𝐾) = 𝐴(𝑁𝑃𝑌𝑋) = −1 ⇒  𝐷𝐸𝐾𝐹 là tứ giác điều hoà. 

∠𝐵𝐸𝐶 = ∠𝐵𝐹𝐶 = 90° ⇒ 𝐵𝐶𝐸𝐹 nội tiếp (𝑀;𝑀𝐵) ⇒ 𝑀𝐵 = 𝑀𝐹  và 

∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐴𝐸𝐹 ⇒ ∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐵𝐹𝑀 = ∠𝐴𝐸𝐹 ⇒ 𝑀𝐹 là tiếp tuyến (𝐴𝐸𝐹). 

Chứng minh tương tự: 𝑀𝐸 là tiếp tuyến (𝐴𝐸𝐹)  ⇒  𝑀,𝐷, 𝐾 thẳng hàng 

⇒ 𝐾𝑀, 𝑂𝑋 cắt nhau trên (𝐴𝐸𝐹). 

Bài 6. a) Gọi 𝐺, 𝐿 lần lượt là giao 

điểm của 𝑀𝑁 với 𝐴𝐷, 𝐵𝐶. 

Ta có (𝐺𝐷𝐵𝐶) = −1 và 𝐶𝑀 ∥

𝐵𝑁 ∥ 𝐷𝐴 nên (𝐺𝐿𝑁𝑀) = −1 

Xét phép chiếu xuyên tâm 𝐷 lên 

đường tròn (𝐼) ta có: 

 𝐷(𝐺𝐿𝑁𝑀) = 𝐷(𝐷𝐻𝑃𝑄) =

(𝐷𝐻𝑃𝑄) = −1 

Vậy 𝑃𝐷𝑄𝐻 là tứ giác điều hòa nên 

𝑃𝑄 đi qua giao điểm của hai tiếp 

tuyến tại 𝐻 và 𝐷. 

Ta cũng có tứ giác 𝐹𝐷𝐸𝐻 điều hòa nên 𝐹𝐸 cũng đi qua giao điểm của 2 

tiếp tuyến tại 𝐻 và 𝐷. 

Suy ra 𝐸𝐹, 𝑃𝑄, 𝐵𝐶 đồng qui tại 𝐺.  



 

 

∆𝐷𝑀𝑁 có 𝐿 ∈ 𝑀𝑁, 𝑃 ∈ 𝑁𝐷, 𝑄 ∈ 𝑀𝐷, {𝐺} = 𝑀𝑁 ∩ 𝑃𝑄 và (𝐺𝐿𝑁𝑀) = −1 

nên 𝐷𝐿,𝑁𝑄,𝑀𝑃 đồng qui. 

Gọi 𝐾,𝐾′ lần lượt là giao điểm của 𝐵𝑃, 𝐶𝑄 với 𝐴𝐷. 

Ta đi chứng minh 𝐾 ≡ 𝐾′ bằng cách chứng minh 𝐷𝐾 = 𝐷𝐾′ 

Áp dụng định lý Thales ta có {

𝐷𝐾

𝑁𝐵
=

𝑃𝐷

𝑁𝑃
𝐷𝐾′

𝑀𝐶
=

𝐷𝑄

𝑄𝑀

⟹ {
𝐷𝐾 = 𝑁𝐵.

𝑃𝐷

𝑁𝑃

𝐷𝐾′ = 𝑀𝐶.
𝐷𝑄

𝑄𝑀

 

 𝐷𝐾 = 𝐷𝐾′ ⇔ 𝑁𝐵.
𝑃𝐷

𝑁𝑃
= 𝑀𝐶.

𝐷𝑄

𝑄𝑀
 

 ⇔
𝑁𝐵

𝑀𝐶
.
𝑃𝐷

𝑁𝑃
.
𝑄𝑀

𝐷𝑄
= 1 

 ⇔
𝐺𝑁

𝐺𝑀
.
𝑃𝐷

𝑁𝑃
.
𝑄𝑀

𝐷𝑄
= 1 

 ⇔
𝐿𝑁

𝐿𝑀
.
𝑃𝐷

𝑁𝑃
.
𝑄𝑀

𝐷𝑄
= 1 

Áp dụng định lý Ceva vào ∆𝐷𝑀𝑁 với 𝐷𝐿,𝑁𝑄,𝑀𝑃 đồng qui ta được: 

 
𝐿𝑁

 𝐿𝑀
.
𝑃𝐷

𝑁𝑃
.
𝑄𝑀

𝐷𝑄
= 1 

Vậy 𝐷𝐾 = 𝐷𝐾′ mà 𝐾 và 𝐾′ cùng thuộc 1 nửa mặt phẳng bờ 𝐵𝐶 nên 𝐾 ≡

𝐾′. 

 ∆𝐾𝐵𝐶 𝑐ó 𝐷 ∈ 𝐵𝐶, 𝑃 ∈ 𝐾𝐵,𝑄 ∈ 𝐾𝐶, {𝐺} = 𝐵𝐶 ∩ 𝑃𝑄 𝑣à (𝐺𝐷𝐵𝐶) = −1 

nên 𝐾𝐷, 𝐶𝑃, 𝑃𝑄 đồng quy. 

b) Gọi 𝐿 là điểm đồng qui của 𝑀𝑃,𝑁𝑄, 𝐷𝐿 

Gọi 𝑆 là giao điểm của 𝑁𝐷 

và 𝐵𝑄. 

Có: 𝑃(𝐺𝐷𝐵𝐶) = 𝑃(𝑄𝑆𝐵𝐽) =

𝑁(𝑄𝑆𝐵𝐽) = 𝑁(𝑅𝐷𝐵𝐽) = −1 

Mà 𝑁𝐵 ∥ 𝐿𝐷 nên 𝐽 là trung 



 

 

điểm 𝑅𝐷. 

Gọi 𝑂 là trung điểm 𝑀𝑁 

Xét tứ giác 𝑅𝑄𝐷𝑃 có 𝐽 là trung điểm 𝑅𝐷, 𝑋 là trung điểm 𝑃𝑄, 𝑂 là trung 

điểm 𝑀𝑁 với 𝑀,𝑁 là hai giao điểm của hai cặp cạnh bên 

Suy ra 𝐽, 𝑋, 𝑂 thẳng hàng (Đường thẳng Gauss). 

Vậy 𝐽𝑋 đi qua trung điểm 𝑀𝑁. 

Bài 7. Ta có tứ giác 𝐴𝐷𝐸𝐶 điều hòa, vậy 𝐶𝐷 

là đường đối trung của tam giác 𝐴𝐶𝐸. 

Áp dụng bổ đề đối trung, ta có: 

(𝐶𝐴, 𝐶𝐸, 𝐶𝑅, 𝐶𝐷)  =  −1, vì 𝐴, 𝐷, 𝑅 thẳng 

hàng nên 

 (𝐸𝐴, 𝐸𝐶, 𝐸𝑅, 𝐸𝐷) = (𝐶𝐴, 𝐶𝐸, 𝐶𝑅, 𝐶𝐷) =

−1  (1) 

Đồng thời: tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷 điều hòa, do đó  

(𝐸𝐴, 𝐸𝐶, 𝐸𝐵, 𝐸𝐷) = −1.   (2) 

(1) (2) suy ra: (𝐸𝐴, 𝐸𝐶, 𝐸𝑅, 𝐸𝐷) = (𝐸𝐴, 𝐸𝐶, 𝐸𝐵, 𝐸𝐷) = −1 hay 𝐵; 𝐸; 𝑅 

thẳng hàng. 

Bài 8.  

Gọi 𝐼 là giao điểm 𝐴𝐹 và 

𝐵𝑋; 𝐺 là giao điểm 𝐴𝐶 với 

𝐵𝑋; 𝐸 là giao điểm 𝐴𝑋 với 

𝐵𝐶 

Ta có (𝐵𝐶𝐸𝐹) = −1 

Chiếu hàng điểm (𝐵𝐶𝐸𝐹) 

lên đường thẳng 𝐵𝑋 với tâm 

𝐴,  ta có 

(𝐵𝐶𝐸𝐹) = (𝐵𝐺𝑋𝐼) = −1  



 

 

⇒ 
𝐼𝐺

𝐺𝑋
=

𝐵𝐼

𝐵𝑋
   (1) 

Mặt khác, theo định lý Thales, ta có: 
𝐼𝐺

𝐺𝑋
=

𝐴𝐼

𝐶𝑋
 ;  

𝐵𝐼

𝐵𝑋
=

𝐼𝐹

𝐶𝑋
   (2) 

(1)(2) ⇒ 𝐼𝐴 = 𝐼𝐹 ⇒ 𝐼 là trung điểm 𝐴𝐹 

Vậy, 𝐵𝑋 đi qua trung điểm 𝐴𝐹  

Bài 9. Quy ước: Kí hiệu (𝐴𝐵𝐶) là đường 

tròn ngoại tiếp tam giác 𝐴𝐵𝐶. 

Gọi 𝐾, 𝐿 lần lượt là giao điểm 𝐸𝐷, 𝐵𝐶 với 

𝐴𝑇. 

Nhận thấy rằng tứ giác 𝐴𝐵𝐹𝐷 điều hòa, do 

vậy:  

(𝐴𝐹𝐵𝐷) = 𝐸(𝐴𝐹𝐵𝐷) = (𝐴𝐹𝐿𝐾) =

𝐶(𝐴𝐹𝐿𝐾) = (𝐷𝐺𝐸𝐾) = −1 (vì 𝐸 thuộc 

(𝐴𝐵𝐷)) 

Với (𝐴𝐹𝐿𝐾) = (𝐷𝐺𝐸𝐾) = (𝐺𝐷𝐸𝐾) = −1, ta có: 𝐴𝐺,𝐷𝐹, 𝐸𝐿 đồng quy tại 

𝐻, kéo theo 𝐷, 𝐹,𝐻 thẳng hàng. 

Ta có: (𝐷𝐺𝐸𝐾) = 𝐴(𝐷𝐺𝐸𝐾) = 𝐴(𝐷𝐻𝑁𝐹) = −1. 

Vì 𝐷, 𝐹, 𝐻 thẳng hàng nên:  

𝐴(𝐷𝐻𝑁𝐹) = 𝑁(𝐷𝐻𝐴𝐹) = 𝑁(𝑀𝐻𝐴𝐹) = −1, với 𝑀 là trung điểm 𝐴𝐹, 

theo tính chất hàng trung điểm, ta thu được: 𝐻𝑁||𝐴𝑇 



 

 

Bài 10. Ta có 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 thẳng hàng khi và chỉ khi 

𝐵(𝐴1𝐵1𝐶1𝑃) = 𝑃(𝐴1𝐵1𝐶1𝐵) 

Do 𝑃𝐴1, 𝑃𝐵1, 𝑃𝐶1, 𝑃𝐵 lần lượt vuông góc với 

𝑃𝐴, 𝑃𝐵, 𝑃𝐶, 𝑃𝐵1 nên 𝑃(𝐴1𝐵1𝐶1𝐵) = 𝑃(𝐴𝐵𝐶𝐵1) 

Do 𝐴, 𝐶, 𝐵1 thẳng hàng nên  

𝑃(𝐴𝐵𝐶𝐵1) = 𝐵(𝐴𝑃𝐶𝐵1) = 𝐵(𝐶1𝑃𝐴1𝐵1)

= 𝐵(𝐴1𝐵1𝐶1𝑃) 

Vậy ta có 𝐵(𝐴1𝐵1𝐶1𝑃) = 𝑃(𝐴1𝐵1𝐶1𝐵) 

Suy ra điều phải chứng minh 

Bài 11. Cho 𝐴𝐾 cắt 𝐵𝐶 tại 𝑃. 

Có: 𝐽𝐾 = 𝐽𝐼, 𝐼𝐽 || 𝐴𝑀  

⇒ (𝐴𝐽, 𝐴𝑀, 𝐴𝐼, 𝐴𝐾) = −1 

⇒ 𝐴(𝐷𝑀𝐼𝑃) = −1 

⇒ (𝐷𝑀𝐼𝑃) = −1 

Gọi 𝐴𝑇 là đường kính của 

(𝑂). 

Theo tính chất quen thuộc: 𝑀 

là trung điểm của 𝐻𝑇. 

Có: 𝑂 là trung điểm 𝐴𝑇, 𝐻𝐼 || 𝐴𝑂 ⇒ (𝐻𝐴,𝐻𝑇, 𝐻𝐼, 𝐻𝑂) = −1 

⇒ (𝐻𝐷,𝐻𝑀,𝐻𝐼, 𝐻𝑂) = −1. Cho 𝐻𝑂 cắt 𝐵𝐶 tại 𝑃′ thì (𝐷𝑀𝐼𝑃′) = −1 =

(𝐷𝑀𝐼𝑃) 

Vậy 𝑃′ ≡ 𝑃 nên 𝐴𝐾, 𝑂𝐻, 𝐵𝐶 đồng quy tại 𝑃. 



 

 

Bài 12. Gọi 𝑆 là giao của 𝐼1𝐼2 với 𝐵𝐶. 

Gọi 𝑈, 𝑉 lần lượt là tiếp điểm của 

(𝐼1), (𝐼2) với 𝑃𝐸, 𝑃𝐹. 

Gọi 𝑇 là giao 𝐼1𝐼2 với 𝑃𝑀 

⇒ 𝑇 là tâm vị tự trong của (𝐼1), (𝐼2) 

Vậy ta chỉ cần chứng minh 

(𝑆𝑇𝐼2𝐼1) = −1. 

Vẽ tiếp tuyến 𝑃𝑥 tại 𝑃 của (𝑀) 

Để ý: 

𝑀𝑆 ⊥  𝑃𝐷,𝑀𝑇 ⊥ 𝑃𝑥,𝑀𝐼2 ⊥ 𝑃𝐹,𝑀𝐼1 ⊥ 𝑃𝐸 

Khi đó 𝑀(𝑆𝑇𝐼2𝐼1) = 𝑃(𝐷𝑥𝐹𝐸) = (𝐻𝑃𝐹𝐸), với 𝐻 là giao của đường cao 

𝐴𝐷 lên đường tròn (𝑀). Dễ thấy tứ giác 𝐹𝐻𝐸𝑃 điều hòa 

Vậy ta có 𝑆 là tâm vị tự ngoài của (𝐼1), (𝐼2). 

Bài 13. Quy ước: Kí hiệu (𝑂𝐴) là 

đường tròn đường kính 𝑂𝐴. 

Với 𝐵𝐷, 𝐶𝐸 là 2 đường cao của tam 

giác 𝐴𝐵𝐶 lần lượt cắt (𝐴𝐵), (𝐴𝐶) tại 2 

cặp điểm (𝑀; 𝑃), (𝑁; 𝑄), ta có: 

𝐸𝑀2 = 𝐸𝑃2 = 𝐸𝐴. 𝐸𝐵 = 𝐸𝐻. 𝐸𝐶 và 

𝐷𝑁2 = 𝐷𝑄2 = 𝐷𝐴. 𝐷𝐶 = 𝐷𝐻.𝐷𝐵. 

Theo hệ thức Newton về hàng điểm 

điều hòa, ta có:  

(𝐻𝐶𝑀𝑃) = (𝐻𝐵𝑄𝑁) = −1, do vậy 𝐵𝐶,𝑀𝑄,𝑁𝑃 đồng quy tại điểm 𝐾. 

Gọi 𝐿, 𝐹 lần lượt là giao điềm của 𝑃𝐾, 𝐶𝑁 với 𝐵𝑀. 

Ta có:  

(𝐻𝐶𝑀𝑃) = 𝐵(𝐻𝐶𝑀𝑃) = (𝑁𝐾𝐿𝑃) = 𝐶(𝑁𝐾𝐿𝑃) = (𝐹𝐵𝐿𝑀) =

𝐾(𝐹𝐵𝐿𝑀) = −1. 

Đồng thời: (𝐻𝐵𝑄𝑁) = 𝐾(𝐻𝐵𝑄𝑁) = 𝐾(𝐻𝐵𝑀𝐿) = 𝐾(𝐻𝐵𝐿𝑀) = −1, vì 



 

 

thế 𝐾(𝐹𝐵𝐿𝑀) = 𝐾(𝐻𝐵𝐿𝑀) = −1, hay 𝐻, 𝐹, 𝐾 thẳng hàng, dẫn đến 

𝐻𝐾, 𝐶𝑁, 𝐵𝑀 đồng quy tại 𝐹. 

Bài 14. Gọi 𝐿 là giao điểm 𝐵𝐹 và 𝐸𝐾;  𝐽 là giao điểm 𝐴𝐵 và 𝐸𝐹. 

Ta có (𝐵𝐴𝐾𝐽) = −1 

Dùng phép chiếu xuyên tâm 𝐸 lên đường 

thẳng 𝐵𝐸:  

 (𝐵𝐴𝐾𝐽) = (𝐵𝐼𝐿𝐹) = −1 

 ⇒ −
LB̅̅ ̅̅

LI̅̅̅
=

FB̅̅ ̅̅

FI̅̅̅
 

Mà theo định lý Thales, 
FB̅̅ ̅̅

FI̅̅̅
=

EB̅̅ ̅̅

ED̅̅ ̅̅
 

 ⇒ −
LB̅̅ ̅̅

LI̅̅̅
=

EB̅̅ ̅̅

ED̅̅ ̅̅
 

Theo định lý Menalaus đối với tam giác 

BDI có L,M, E thẳng hàng, ta có 

 
LB̅̅ ̅̅

LI̅̅̅
.
𝑀𝐼̅̅ ̅̅

𝑀𝐷̅̅ ̅̅ ̅
.
𝐸𝐷̅̅ ̅̅

𝐸𝐵̅̅ ̅̅
= 1 

⇒
𝑀𝐼̅̅ ̅̅

𝑀𝐷̅̅ ̅̅ ̅
= −1 ⇒ M là trung điểm ID 

Bài 15. Cho 𝐸𝐹 cắt 𝐵𝐶 tại 𝐽. 

Kẻ 𝑇𝐿 ⊥ 𝐴𝐵 tại 𝐿. 

⇒ 𝐸, 𝐹, 𝐿 cùng thuộc đường tròn 

đường kính TI và 𝐿𝐼, 𝐿𝑇 là phân 

giác ∠𝐸𝐿𝐹 

⇒ 𝐿(𝐼𝑇𝐸𝐹) = −1  

⇒ (𝐿𝐽, 𝐿𝑇, 𝐿𝐸, 𝐿𝐹) = −1  

⇒ (𝑇𝐽, 𝑇𝐿, 𝑇𝐸, 𝑇𝐹) = −1   

Mà (𝑇𝐽, 𝑇𝐾, 𝑇𝐸, 𝑇𝐹) = −1 



 

 

Nên 𝑇,𝐾, 𝐿  ⇒ 𝑇𝐾 ⊥ 𝐴𝐵 

Mà 𝐸𝐹 là đường đối cực của 𝑇 với (𝐼) mà 𝐽 ∈ 𝐸𝐹 nên 𝑇 thuộc đối cực của 

𝐽 với (𝐼) 

Suy ra: 𝑇𝐾 là đối cực của 𝐽 với (𝐼).  

Khi đó: (𝑇𝐽, 𝑇𝐻, 𝑇𝑁, 𝑇𝑀) = −1 = (𝐽𝐿𝐵𝐴) = (𝐻𝐽, 𝐻𝑇, 𝐻𝑁,𝐻𝑀) ⇒

𝐽,𝑀,𝑁 

⇒ 𝐽𝑀. 𝐽𝑁 = 𝐽𝐼. 𝐽𝐿 ⇒ 𝐿 ∈ (𝐼𝑀𝑁)  ⇒ tâm (𝐼𝑀𝑁) thuộc trung trực của 𝐼𝐿 cố 

định. 

Bài 16. Gọi 𝑃 là giao điểm 𝐶𝑀 với (𝐴𝐵𝑀) và 𝐺 là giao điểm 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷 

Ta có:  

𝑀𝑃.𝑀𝐺 = 𝑀𝐺2 − 𝐺𝑃. 𝐺𝑀 = 𝑀𝐺2 − 𝐺𝐴. 𝐺𝐵 = 𝑀𝐺2 − 𝐺𝐶. 𝐺𝐷 = 𝑀𝐶2 

⇒ Theo hệ thức Newton, (𝐶𝐷𝑃𝐺) =

−1 

Mặt khác, do (𝐶𝐷𝑃𝐺) = −1 nên 

dùng định lý Ceva với tam giác 𝐹𝐶𝐷 

thì 𝐹, 𝐸, 𝑃 thẳng hàng 

Gọi 𝐻 là giao điểm 𝐴𝑃 và 𝐵𝐶. 

Do 𝐹𝑃, 𝐴𝐶, 𝐵𝐷 đồng quy nên 

(𝐶𝐹𝐵𝐻) = −1 

Chiếu hàng điểm (𝐶𝐹𝐵𝐻) lên đường tròn (𝐴𝐵𝑀) qua tâm 𝑃, ta có 

(𝐶𝐹𝐵𝐻) = (𝑀𝑁′𝐵𝐴) = −1 (với 𝑁′ là giao điểm 𝑃𝐹 với (𝐴𝐵𝑀)) 

⇒ 𝐴𝑀𝐵𝑁′ là tứ giác điều hòa mà theo định nghĩa về tứ giác điều hòa, 

𝐴𝑀𝐵𝑁 cũng là tứ giác điều hòa 

⇒ 𝑁′ ≡ 𝑁 ⇒ 𝐸, 𝐹,𝑁 thẳng hàng 

Bài 17. Rõ ràng ta chỉ cần chứng minh 𝐷𝑂 chia đôi 𝐸𝐹 là đủ. 



 

 

Kẻ 𝑂𝑥 song song  , dễ thấy rằng 𝐸𝐹 

là trung trực của 𝐴𝐺 nên phải có 𝐸𝐹 

vuông 𝐴𝐺, suy ra 𝑂𝑥 vuông góc 

𝐴𝐺. 

Qua 𝐴, kẻ 𝐴𝑦 song song BC thì 

𝐴(𝑦𝑇𝐵𝐶) = −1 trong đó 𝑇 là trung 

điểm 𝐵𝐶. Trực giao đỉnh 𝑂, ta có 

𝑂(𝐷𝑥𝐹𝐸) = −1 vì 𝑂𝐹, 𝑂𝐸 lần lượt 

là trung trực của 𝐴𝐵, 𝐴𝐶. 

Do 𝑂𝑥 song song 𝐸𝐹 nên theo tính chất chùm điều hòa, ta có 𝑂𝐷 chia đôi 

𝐵𝐶. Từ đó ta có điều phải chứng minh.  



 

 

Bài 18.  

Ta có 𝐴𝐷 = 𝐴𝑀 = 𝐴𝑁 nên các 

điểm 𝑀,𝑁, 𝐷 cùng thuộc đường tròn 

tâm 𝐴. 

Đặt 𝑆 = 𝐴𝐷 ∩ 𝐵𝐶, ta có 𝐷𝑆 là phân 

giác góc 𝐵𝐷𝐶. 

Mặt khác, ∠𝐴𝐷𝑇 = ∠𝐴𝐻𝑇 = 90° nên 𝐷𝑇 là phân giác ngoài của ∠𝐵𝐷𝐶 và 
(𝑇𝑆, 𝐵𝐶) = −1. Suy ra 𝐴(𝑇𝑆, 𝐵𝐶) = −1. Trực giao từ đỉnh 𝐷, ta có 

(𝐷𝑥, 𝐷𝑇, 𝐷𝑀,𝐷𝑁) = −1 với 𝐷𝑥 ⊥ 𝐴𝑇. 

Giả sử 𝐷𝑥 ∩ (𝐴) = 𝐸 ≠ 𝐷 thì tứ giác 𝐷𝑀𝐸𝑁 điều hòa; trong khi đó, 𝑇𝐷 là 

tiếp tuyến của (𝐴) nên 𝑇𝐸 cũng là tiếp tuyến của (𝐴), điều này kéo theo 

𝑀𝑁 đi qua 𝑇. 

Bài 19. Đặt 𝑆 là giao 𝐴𝐵 với 𝐶𝐷.  

Dễ thấy: 𝑆𝐴. 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶. 𝑆𝐷 = 𝑆𝑄. 𝑆𝑀. 

𝑆𝐶. 𝑆𝐷 = 𝑆𝐴. 𝑆𝐵 = 𝑆𝑃. 𝑆𝑁. 

Mà 𝑀,𝑁 lần lượt là trung điểm 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 

nên theo hệ thức Maclaurin, suy ra: 

 (𝑆𝑄𝐴𝐵) = −1   

 (𝑆𝑃𝐶𝐷) = −1 

Vậy 𝐴𝐶, 𝐵𝐷, 𝑃𝑄 đồng quy. 



 

 

Bài 20. Gọi ba chân phân giác ứng với các 

đỉnh 𝐴, 𝐵, 𝐶 lần lượt là 𝐷, 𝐸, 𝐹 (Dễ dàng 

chứng minh chúng thẳng hàng bằng định 

lý Menelaus). 

Các đường thằng qua 𝐼𝑎 vuông 𝐵𝐶, qua 𝐼𝑏 

vuông 𝐴𝐶, qua 𝐼𝑐 vuông 𝐴𝐵 đồng quy tại 

𝑈 là tâm (𝐼𝑎𝐼𝑏𝐼𝑐) (Xem đây là mô hình 

tam giác 𝐼𝑎𝐼𝑏𝐼𝑐 với 3 đường cao 

𝐼𝑎𝐴, 𝐼𝑏𝐵, 𝐼𝑐𝐶). 𝑈 nằm trên 𝑂𝐼 do 3 điểm 

này tạo thành đường thẳng Euler tam giác 

𝐼𝑎𝐼𝑏𝐼𝑐. 

Gọi 𝐽 là một điểm bất kì trên 𝑂𝐼 và 

𝑀,𝐾, 𝐿 lần lượt là giao điểm các cặp 

đường thẳng 𝐴𝐽, 𝐼𝑎𝑈;  𝐵𝐽, 𝐼𝑏𝑈; 𝐶𝐽, 𝐼𝑐𝑈.  

Xét hai tam giác 𝐶𝐿𝐼𝑐  và 𝐵𝐾𝐼𝑏 ta có 𝐵𝐾 

cắt 𝐶𝐿 tại 𝐽, 𝐵𝐼𝑏 cắt 𝐶𝐼𝑐 tại 𝐼, 𝐾𝐼𝑏 cắt 𝐿𝐼𝑐 

tại 𝑈. Ba điểm 𝐽, 𝐼, 𝑈 thẳng hàng nên áp 

dụng định lý Desargues ta có 

𝐼𝑏𝐼𝑐 , 𝐿𝐾, 𝐵𝐶 đồng quy tại 𝐷, tức là 

𝐾, 𝐿, 𝐷 thẳng hàng. Chứng minh tương tự 

ta được 𝐿,𝑀, 𝐸 thẳng hàng và 

𝑀,𝐾, 𝐹 thẳng hàng. 

Gọi giao điểm 𝐵𝑌 và 𝑂𝐼 là 𝑇1, 𝐶𝑍 với 𝑂𝐼 là 𝑇2. 

Ta có: (𝑇1𝐼𝐽𝑈) = (𝑌𝐼𝑏𝐾𝑈) (Chiếu tâm 𝐵 lên 𝐾𝑈) 

     = (𝑍𝐼𝑐𝐿𝑈) (Chiếu tâm 𝐷 lên 𝐿𝑈) 

     = (𝑇2𝐼𝐽𝑈) (Chiếu tâm 𝐶 là 𝑂𝐼) 

Do đó 𝑇1 trùng 𝑇2, nên 𝐵𝑌,𝐶𝑍,𝑂𝐼 đồng quy. Tương tự ta có 𝐴𝑋,𝐵𝑌,𝑂𝐼 

đồng quy nên ta có điều phải chứng minh. 



 

 

Nhận xét: Một mô hình khá thú vị, do chỉ yêu cầu chứng minh đồng quy 

nên chỉ cần chứng minh dùng tỉ số kép như trên là xong. Nhưng có một 

tính chất của điểm đồng quy, rằng nó là tâm vị tự ngoài của phép vị tự biến 

(𝐼) thành (𝑂), bạn đọc có hứng thú có thể thử chứng minh. 

 

Bài 21.  

Gọi giao điểm 𝐴𝐷,𝐵𝐸 là 𝑇, của 

𝐴𝐵,𝐷𝐸 là 𝐼 và 𝑇𝑄 cắt 𝐷𝐸, 𝐴𝐵 lần 

lượt tại 𝑋, 𝑆. Khi đó theo mô hình tứ 

giác toàn phần ta có (𝐼𝑋, 𝐷𝐸) =

(𝐼𝑆, 𝐴𝐵) = −1. Ta lại có 𝑃𝐼 đi qua 

trung điểm cung lớn 𝐴𝐵 của (𝑂) nên 

𝑃𝑆 đi qua trung điểm cung nhỏ 𝐴𝐵 

của (𝑂) (gọi là 𝑁). 

Gọi 𝑀 là trung điểm 𝐴𝐵 thì ta có 

𝑂𝑀.𝑂𝑁 = 𝑂𝐴2 = 𝑂𝐶2 = 𝑂𝑁2 nên (𝑇𝑀,𝑁𝐶) = −1, mà (𝑇𝑄, 𝑆𝑋) =

−1 nên ta có 𝑁𝑆,𝑀𝑄, 𝐶𝑋 đồng quy tại 𝑃, hay 𝑃, 𝑄,𝑀 thẳng hàng, tức là 

𝑃𝑄 đi qua trung điểm 𝐴𝐵 (là một điểm cố định). 

Bài 22.  

Xét trong tứ giác toàn phần 

𝐵𝐸𝐹𝐶𝐴𝐾 có 𝐷 là giao điểm 𝐵𝐹 

và 𝐶𝐸, ta có: 

(𝐴𝑀, 𝐴𝑁, 𝐴𝐷, 𝐴𝐹) = −1, vì 

(𝐴𝑀𝑁) tiếp xúc 𝐴𝐹 tại 𝐴 nên 

theo bổ đề đối trung, ta có: 𝐴𝐷 

là đường đối trung tam giác 

𝐴𝑀𝑁. 

Khi đó tứ giác 𝐴𝑀𝐷𝑁 điều hòa 

(vì 𝐷 thuộc (𝐴𝑀𝑁)). 

Gọi 𝐿 là trung điểm của 

𝐵𝐶, 𝐿 cố định: 



 

 

Với tam giác 𝐷𝐵𝑀 đồng dạng tam giác 𝐷𝐶𝑁, ta có: 
𝐵𝑀

𝐶𝑁
=

𝐷𝑀

𝐷𝑁
=

𝐴𝑀

𝐴𝑁
 . 

Suy ra: 
𝐴𝑀

𝐵𝑀
.
𝐶𝑁

𝐴𝑁
 = 1 =

𝐴𝑀

𝐵𝑀
.
𝐵𝐿

𝐿𝐶
.
𝐶𝑁

𝐴𝑁
 , theo định lý Menelaus đảo, ta có: 

𝑀, 𝐿,𝑁 thẳng hàng, hay 𝑀𝑁 đi qua 𝐿 cố định. 

Bài 23. Ta gọi 𝑀 là trung điểm 𝐵𝐶, 𝐹 là hình chiếu của 𝑀 lên 𝐴𝐼, 𝐷,𝐸 lần 

lượt là trung điểm cung 𝐵𝐶 nhỏ, lớn của 

(𝑂). Ta chứng minh đường thẳng qua 𝑇 

vuông góc 𝑂𝑃 (gọi là d) đi qua 𝑀’ là ảnh 

đối xứng của 𝑀 qua 𝐴𝐼 (là điểm cố định). 

Gọi 𝑑’ là đường thẳng qua 𝑇 vuông góc 

với 𝐴𝐼. 

Ta cần chứng minh d đi qua M’ ⇔ 

 𝑑’,𝑇𝐹,𝑇𝑀,𝑑 tạo thành chùm điều hòa. 

⇔  𝑃𝐼,𝑑1, 𝑑2 ,𝑃𝑂 tạo thành chùm điều 

hòa (với  𝑑1, 𝑑2 lần lượt là các đường 

thẳng qua 𝑃 vuông góc 𝑇𝐹 và qua 𝑃 vuông góc 𝐵𝐶).  

⇒ Chiếu xuyên tâm 𝑃 lên 𝐷𝐸, điều này tương đương với việc 𝑑1 đi qua 𝐸 

hay 𝑃𝐸 ⊥  𝑇𝐹. 

Do 𝑃,𝑄 liên hợp đẳng giác trong tam giác 𝐴𝐵𝐶 nên  

 ∠𝐷𝐵𝑄 = ∠𝐶𝐵𝑄 + ∠𝐷𝐵𝐶 = ∠𝐴𝐵𝑃 + ∠𝐷𝐴𝐵 = ∠𝐷𝑃𝐵 . 

Từ đó ta được 2 tam giác 𝐷𝐵𝑄 và 𝐷𝑃𝐵 đồng dạng với nhau (g.g), dẫn đến 

𝐷𝑃̅̅ ̅̅ . 𝐷𝑄̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ 2 = 𝐷𝑀̅̅ ̅̅ ̅. 𝐷𝐸̅̅ ̅̅  nên 𝑀𝐸𝑃𝑄 nội tiếp 

 ⇒ ∠𝐷𝐸𝑃 = ∠𝐷𝑄𝑀 = ∠𝐹𝑇𝑀 (do , 𝑇 ∈ (𝑀𝑄)). Gọi giao 𝐹𝑇, 𝑃𝐸 là 𝐺 thì 

𝑀𝑇𝐺𝐸 nội tiếp, do đó  ∠𝐸𝐺𝑃 = 90𝑜 nên 𝑃𝐸 ⊥  𝑇𝐹.  

Kết hợp với lập luận trên ta có điều phải chứng minh. 

Nhận xét: Lời giải trên được dựng nên khá tự nhiên do sử dụng tích chất 

về chùm điều hòa trực giao với giả thiết cho nhiều góc vuông. Bài toán này 

cũng có thể xử lý bằng cách biến đổi các tích vô hướng, bạn đọc có thể 

thử. 



 

 

Bài 24. Ta phát biểu một bổ đề sau: Cho tam giác 𝐴𝐵𝐶 ngoại tiếp (𝑂), tiếp 

điểm của (𝑂) trên 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 lần lượt là 𝐷, 𝐸, 𝐹. Gọi 𝑀 là trung điểm 

của 𝐵𝐶. Khi đó 𝐴𝑀, 𝐸𝐹, 𝑂𝐷 đồng 

quy. 

Bổ đề khá đơn giản, bạn đọc có 

thể tự chứng minh. 

Trở lại bài toán. 

Gọi 𝑅 là giao của 𝑌𝐿 với 𝐴𝑄. 

Theo bổ đề trên ta 

có 𝐴𝑀,𝑂𝐷, 𝐸𝐹 đồng quy 

tại 𝑊 hay 𝐾𝐿, 𝑂𝐷, 𝐸𝐹 đồng quy tại 𝑊. Mà 𝑋𝐾𝑌𝐿 là hình thang cân 

có 𝑂𝐷 là trục đối xứng, lại có 𝑂𝐷 cắt 𝐾𝐿 ở 𝑊 nên 𝑊 cũng thuộc 𝑋𝑌. 

Ta có (𝐴𝑊𝐾𝐿) = −1  (hàng điều hòa về đường tròn) nên : 

𝑋(𝐴𝑊𝐾𝐿) = 𝑋(𝑅𝑌𝐾𝐿) = −1 , mà 𝑋𝐾 || 𝑅𝑌  nên 𝐿 là trung điểm của 𝑅𝑌, 

tức 𝑌𝐿 = 𝐿𝑅. 

Từ đó dễ dàng suy ra 𝑀 là trung điểm của 𝑃𝑄 (𝑌𝑅 || 𝑃𝑄) 

Ta có điều phải chứng minh.  

Nhận xét: bài toán chủ yếu dùng mối liên hệ song song  trung điểm khi 

có hàng điểm điều hòa. 



 

 

Tài liệu tham khảo: 

[1]: Một số chủ đề hình học phẳng của thầy Nguyễn Văn Linh. 

[2]: Kỹ thuật trực giao chùm điều hòa trong hình học của thầy Lê Phúc Lữ, tham khảo 

tại: https://thuvientoan.net/ky-thuat-truc-giao-chum-dieu-hoa-trong-giai-cac-bai-toan-

hinh-phang-le-phuc-lu 

[3]: Bài giảng thầy Lê Bá Khánh Trình trong đội tuyển PTNK 2020. 

[4]: Lemmas in Olympiad Geometry (Titu Andreescu, Sam Korsky, Cosmin Pohoata 

). 

[5]: Trường Đông Toán học Miền Nam 2020, một số chủ đề hình học phẳng – thầy 

Trần Quang Hùng. 

[6]: Định hướng bồi dưỡng học sinh năng khiếu toán ( Tập 2: Hình học )  (Chủ biên: 

Lê Anh Vinh). 

[7]: Diễn đàn AOPS: https://artofproblemsolving.com/community 

[8]: Một số bài toán sử dụng hàng điều hòa: 

https://lovelobebaby.wordpress.com/2018/04/07/mot-so-bai-toan-su-dung-hang-dieu-

hoa-suu-tam/  

[9]: Tham khảo một số tài liệu của các thầy cô khác. 
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