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I. Hướng dẫn chung
1. Giám khảo chấm đúng theo Hướng dẫn chấm của Dự án The Gifted Battlefield.

2. Nếu thí sinh có cách trả lời khác đáp án nhưng đúng thì giám khảo vẫn chấm điểm theo biểu điểm của
Hướng dẫn chấm thi.

3. Giám khảo không quy tròn điểm thành phần của từng câu, điểm của bài thi.

II. Đáp án và biểu điểm

Bài Ý Hướng dẫn Điểm

1 Tính giá trị của biểu thức 1
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Do 2x3 = 3y3 = 4y3 nên x, y, z cùng dấu. Lại có xyz > 0 nên x, y, z là các số thực dương.
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1,0

2 Tìm tất cả các nghiệm nguyên của phương trình x2 + xy + y2 =

(
x+ y

3
+ 1

)3

. 2,0

Đặt p =
x+ y

3
và q = xy. Do vế trái của phương trình nguyên nên p, q ∈ Z.

Khi đó, phương trình đề bài trở thành

9p2 − q = (p+ 1)3 ⇔ −q = p3 − 6p2 + 3p+ 1.

0,5

Theo định lí Vieta, x, y là nghiệm của phương trình

t2 − 3pt+ q = 0. (1)

Do x, y ∈ N∗ nên biệt thức∆ của phương trình trên phải là một số chính phương, hay với
k là số nguyên,

∆ = k2 = 9p2 − 4q

= 9p2 − 4(p3 − 6p2 + 3p+ 1)

= 4p3 − 15p2 − 12p+ 4.

0,5
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Đẳng thức trên tương đương với

(4p+ 1)(p− 2)2 = k2,

suy ra 4p+ 1 là một số chính phương.

0,5

Do 4p+ 1 lẻ nên đặt 4p+ 1 = (2n+ 1)2, n ∈ Z thì p = n2 + n. Khi đó,

∆ = k2 = (4p+ 1)(p− 2)2 = (2n+ 1)2(n2 + n− 2)2 = (2n3 + 3n2 − 3n− 2)2.

Từ đó, ta tìm được các nghiệm nguyên x, y của phương trình (1) là:

(x, y) =

(
3n2 + 3n− |2n3 + 3n2 − 3n− 2|

2
,
3n2 + 3n+ |2n3 + 3n2 − 3n− 2|

2

)
và hoán vị của nó.

Do x, y có vai trò như nhau nên ta suy ra phương trình ban đầu có nghiệm nguyên

(x, y) = (−n3 + 3n+ 1, n3 + 3n2 − 1), (n3 + 3n2 − 1,−n3 + 3n+ 1), n ∈ Z.

0,5

3 a Chứng minh rằng với mọi số thực a, ta luôn có −1

2
≤ a

a2 + 1
≤ 1

2
. 0,5

(a− 1)2 ≥ 0 ⇔ a2 + 1 ≥ 2a ⇔ a

a2 + 1
≤ 1

2

(a+ 1)2 ≥ 0 ⇔ a2 + 1 ≥ −2a ⇔ a

a2 + 1
≥ −1

2

0,5

b Chứng minh rằng trong 2023 số thực bất kỳ, luôn tồn tại hai số thực a, b thỏa mãn
2022|a− b||1− ab| ≤ (1 + a2)(1 + b2).

1,0

Bất đẳng thức được nêu trong mệnh đề tương đương với

|(a− b)(1− ab)|
(1 + a2)(1 + b2)

≤ 1

2022
⇔ |a(b2 + 1)− b(a2 + 1)|

(1 + a2)(1 + b2)
≤ 1

2022
⇔

∣∣∣∣∣ a

a2 + 1
− b

b2 + 1

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2022
.

Trên trục số thực, chia khoảng
[
−1

2
,
1

2

]
thành 2022 khoảng bằng nhau. Khoảng cách giữa

hai số thực trên mỗi khoảng sẽ luôn nhỏ hơn hoặc bằng 1

2022
. Do có 2023 số thực nên

theo nguyên lí Dirichlet, luôn tồn tại hai số a

a2 + 1
và b

b2 + 1
cùng chung một khoảng, tức

điều phải chứng minh.

1,0

4 Chứng minh rằng để lát được hình vuông trên mà không có viên gạch nào chồng lên
nhau thì phải sử dụng ít nhất 4n− 1 viên gạch loại A.

2,0

Đánh số các ô vuông dưới dạng (i, j), trong đó i
là cột của ô vuông (tính từ trái sang phải) và j là
hàng của ô vuông (tính từ trên xuống dưới). Tô
màu xanh cho các ô vuông có i và j cùng lẻ, và tô
các ô vuông còn lại màu trắng.
Do có (2n− 1)2 ô vuông nên sẽ có n2 ô vuông được
tô màu xanh và 3n2 − 4n+ 1 ô vuông được tô màu
trắng.

0,5
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Quan sát hình dạng của các loại gạch, ta có các nhận xét sau:

• Gạch loại A sẽ luôn che phủ không quá 1 ô vuông màu xanh.

• Hai loại gạch B và C sẽ luôn che phủ đúng 1 ô vuông màu xanh.

1,0

Vì vậy, ta gọi:

• x là số viên gạch loại A che phủ đúng 1 ô vuông màu xanh;

• y là số viên gạch loại A không che phủ ô vuông màu xanh nào;

• z là tổng số viên gạch loại B và C.

Vì n2 ô vuông được tô màu xanh và 3n2 − 4n+ 1 ô vuông được tô màu trắng nên:{
x+ z = n2

2x+ 3y + 3z = 3n2 − 4n+ 1
⇒ 4n− 1 = 3n2 − (3n2 − 4n+ 1) = x− 3y ≤ x+ y.

Chú ý rằng x+ y là tổng số viên gạch loại A nên ta có điều phải chứng minh.

0,5

5 a Chứng minh rằng I,G và tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OMK thẳng hàng. 0,75
Xét thế hình như hình vẽ. 0,75
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Do I, J lần lượt là trung điểm của BP và CQ nên IJ là đường trung bình của hình thang
BQPC, suy ra IJ chia đôiOM . Mặt khác, vìOM ⊥ BC vàBC ∥ IJ nên IJ ⊥ OM ⇒ IJ
là đường trung trực của OM ⇒ IJ đi qua tâm (OMK).

b Chứng minh rằng các đường tròn đường kính BP,CQ cắt nhau tại một điểm trên (O)
và cùng đi qua V .

1,25

AH cắt lại (O) tại L (L ̸≡ A). Kẻ đường kính BS của (O), LS cắt AC tại R. Ta có B̂SL =

B̂AL = 90◦ − ÂBC =
1

2

(
180◦ − ÂOC

)
= ÔAC nên tứ giác ASRO nội tiếp, suy ra

ŜOR = ŜAR = ŜBC ⇒ OR ∥ BC ⇒ R ≡ P ⇒ BL ⊥ LP.

Vậy L thuộc đường tròn đường kính BP . Chứng minh tương tự, ta có L thuộc đường
tròn đường kính CQ. Vậy các đường tròn đường kínhBP,CQ cắt nhau tại điểm L ∈ (O).

0,75
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Ta có biến đổi góc:
B̂EV = ÂHE = ÂCB = ÂLB = V̂ LB,

suy ra tứ giác BLEV nội tiếp, hay V thuộc đường tròn đường kính BP . Chứng minh
tương tự, ta cũng có V thuộc đường tròn đường kính CQ. Vậy các đường tròn đường
kính BP,CQ cùng đi qua V .

0,5

c Chứng minh rằng UU ′ = ZZ ′ và đường tròn ngoại tiếp tam giác AUZ đi qua một điểm
cố định khi A di động trên cung BC lớn.

1,0

Xét thế hình như hình vẽ.

A
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OQ P
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U
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Z
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N

Áp dụng định lí về góc ngoài của tam giác cho△ABU , ta có biến đổi góc

Û ′UB = Û ′AB + ÂBU = Û ′AX + ÛBU ′ = Û ′BX + ÛBU ′ = Û ′BU,

suy ra∆U ′UB cân tại U ′, tức U ′U = U ′B = U ′X . Tương tự, ta có Z ′Z = Z ′C = Z ′Y .

0,5

Do BC ∥ XY nên >
BX =

>
CY , mà U ′ và Z ′ lần lượt là điểm chính giữa của các cung nhỏ

>
BX,

>
CY nên

>
BU ′ =

>
U ′X =

>
Z ′Y =

>
Z ′C, suy ra UU ′ = U ′X = Z ′Y = ZZ ′.

Chú ý rằng
>
U ′X =

>
Z ′Y nên U ′XY Z ′ là hình thang cân. Mặt khác, do BCYX cũng là

hình thang cân (>BX =
>
CY ) nênBC,XY,U ′Z ′ có chung đường trung trực. GọiN là điểm

chính giữa của cung BC lớn thì N thuộc đường trung trực vừa nêu, suy ra U ′N = Z ′N .
Lại có UU ′ = ZZ ′ và N̂U ′U = N̂Z ′Z nên △NUU ′ = △NZZ ′, suy ra

ÛNU ′ = ẐNZ ′ ⇒ ÛNZ = Û ′NZ ′ = Û ′AZ ′ = ÛAZ.

Vậy tứ giác AUZN nội tiếp, hay (AUZ) đi qua N cố định.

0,5

Tổng điểm bài thi 10,00
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